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为提高螺旋桨分析的精确性和简便性，本文对用于螺旋桨水动力性能及流场分析

的面元-涡粒子耦合算法进行了研究，主要成果和创新点如下：

（1）在面元法中，分别建立了快速压力库塔条件实现算法和自适应可变速度光滑

参数模型，提高了面元法程序的计算速度以及尾涡面位置的预测精度。首先，提出了

求解压力库塔条件中雅可比矩阵的解析方法，使得雅可比矩阵的计算时间较传统算法

降低了5个量级；基于此建立了快速压力库塔条件实现算法，大幅缩短了压力库塔条件

的计算时间，并增强了压力库塔条件的收敛能力。此外，提出了与尾涡面元年龄相关联

的可变速度光滑参数模型，且建立了模型参数与螺旋桨负载之间的关系，解决了传统

常值速度光滑参数模型的局部取值不合适且取值无依据的问题。最后，通过对多个螺

旋桨水动力性能的计算及与实验数据的对比，分析了所得面元法的有效性和适用性。

（2）研究了涡粒子法中现有的两种亚格子耗散模型，为两者之间的选择提供了依

据。使用两种亚格子耗散模型，即 Smagorinsky-Lilly亚格子耗散模型和 Cottet人工粘性

模型，对双涡环的碰撞与再连接过程进行了涡粒子法数值模拟；通过对模拟过程中计

算时间、涡结构以及流场总涡量、冲量、角冲量三个守恒量的变化的分析，得出结论：

Cottet人工粘性模型计算时间较长，但在计算精度和稳定性方面表现更好。

（3）提出一对多的低阶面元-涡粒子转化算法，结合面元法和涡粒子法的研究成

果，建立了面元-涡粒子耦合算法，并分析了耦合算法中的参数影响。首先，使用二维

插值方法在低阶面元上构建了偶极子强度的连续分布，在此基础上建立了一对多的低

阶面元-涡粒子转化算法，使得涡粒子的密度摆脱了面元密度的约束。然后，给出了面

元-涡粒子耦合算法的算法流程，并改进了涡粒子重分布过程。最后，通过数值模拟实

例，验证了所得面元-涡粒子耦合算法的有效性，并分析了耦合算法中相关参数对计算

结果的影响，得出结论：各种参数对水动力性能的影响都较小，不同设置所引起的差

异在1%以内；涡粒子核半径尺寸对尾流涡强分布的影响明显，较小的涡粒子核半径会

产生较大的涡强。通过分析，给出了使用随边处边界层厚度来确定涡粒子核半径的建

议。

（4）在已得到的面元-涡粒子耦合算法的基础上，加入旋转周期性边界条件，提升

了其分析螺旋桨流场的计算效率以及对高涡粒子密度的模拟能力。针对螺旋桨流场的

旋转周期性，建立了旋转周期性边界条件，并对涡粒子运动方式、快速多极子算法以

及涡粒子重分布过程进行了相应的改进。通过对多个螺旋桨的流场和水动力性能的分

析，验证了所得算法的精确性和有效性，并得到结论：面元-涡粒子耦合算法所得的水

动力性能比面元法更加精确，在重载和大侧斜情况下差异尤为明显；耦合算法所得的

流场速度分布比面元法更加接近实验测试结果；耦合算法所得的水动力性能和流场细
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节都与实验数据具有很好的一致性。

关键字 : 螺旋桨，面元法，涡粒子法，耦合，涡量场
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Abstract

Abstract

To improve the accuracy and simplicity of marine propeller analysis, a boundary element-

vortex particle couple method for the analysis of marine propeller’s performance and surround-

ing flow field is developed. The main conclusions and innovations are as follows:

(1) For BEM (Boundary Element Method), a fast realization method for the pressure Kutta

condition and a wake alignment method with adaptive variable velocity smoothing parameter

are developed. Firstly, an analytical method to evaluate the Jacobian matrix for the pressure

Kutta condition is built, which costs only around 1e-5 the time of the conventional method.

Based on the analytical Jacobian matrix evaluation method, the fast realization method for the

pressure Kutta condition is developed, and has not only reduced the computational time of BEM

obviously, but also improved the convergence ability of the pressure Kutta condition. Besides, a

model in which the velocity smoothing parameter is variable and correlated to the wake panel’s

age is developed to predict the wake surface’s position more accurate. A formula to determine

the range of the velocity smoothing parameter according to the propeller’s attached circulation

is also formulated. Finally, by comparing the open-water performances predicted by obtained

BEM code with experimental data, the obtained BEM code is verified.

(2) The two SGS (sub-grid scale) diffusion models in VPM (Vortex Particle Method)

are studied, which provides a reference for the choice between them. The two models, i.e.

Smagorinsky-Lilly SGS model and Cottet artificial vorticity model, are used in the VPM sim-

ulation of different vortex ring reconnection procedures. The variation of the vortex structure,

maximum particle strength and three conserved quantities (the vorticity, impulse and angular

impulse) during the simulations are analyzed. The results indicate that the Cottet artificial vor-

ticity model costs more computational time, however performs better in the aspect of accuracy

and stability.

(3) A method to convert one low-order dipole boundary element into multi vortex par-

ticles is developed, and with the results obtained above for BEM and VPM, the boundary

element-vortex particle couple method is built. Firstly, the 2D interpolation method is used

to obtain continuous dipole distribution on the panels. With the continuous dipole distribution,

the method to convert one boundary element to multi vortex particles is built, which makes

the particle density free from the boundary element’s size. Then, the coupling algorithm is

described in detail, and the vortex particle redistribution procedure is modified for the couple

method. Finally, with numerical simulations, the couple method is verified and the parameter

sensibilities are analyzed. The conclusions state: all parameters have little influence on the ob-
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tained hydrodynamic performances (the differences are within 1%); The particle core size has

an obvious influence on the vorticity strength, and a smaller core size leads to a larger vorticity

strength. With analyses, it is advised the core size should be determined by the boundary layer

thickness near the trailing edge.

(4) The rotational periodic boundaries are utilized in the boundary element-vortex particle

couple method for the computation of marine propeller’s hydrodynamic performances and flow

field, so that the computational efficiency is enhanced. To consider periodic boundary condi-

tions, the way of vortex particles movement, FMM (Fast Multipole Method) and vortex particle

redistribution procedure are modified and improved. Numerical simulations of different marine

propellers are carried out and the results indicate: The obtained open-water performances and

flow field details are all more accurate than the results obtained with BEM, and they correlate

also very well with experimental results.

Keywords : Marine propeller, Boundary Element Method, Vortex Particle Method, Vor-

ticity field
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第 1章 绪论

第第第 1章章章 绪绪绪论论论

1.1 研究背景及意义

近年来，随着我国不断提高对海洋资源探索和开发的重视，军用和民用方面的海

洋科技都得到了显著的发展。螺旋桨作为海洋航行器的主要动力推进单元，广泛地应

用于各类船舶、海上平台以及水下无人航行器上，是对海洋进行探索、认识和开发过

程中不可或缺的部分，也是影响我国海洋科技综合发展水平的关键部分。现代螺旋桨

已有两百多年的发展，其主要研究内容一直以来集中在推力和效率等性能方面，追求

在保证所需推力的前提下，尽量提高螺旋桨的推进效率。而最近，随着对相关海洋航

行器隐秘性等方面的要求不断提高，螺旋桨的噪声、振动特性得到越来越多的关注。同

时螺旋桨梢涡中心低压区域产生的梢涡空化，航行器进行全速倒车时螺旋桨的动态载

荷以及周围流场的细节，复合材料螺旋桨工作时由脱落涡诱导产生的动态响应等都是

当前各国学者关心的课题。这些问题的解决都需要对螺旋桨周围流场的细节有充分的

了解，而影响螺旋桨流场的最主要因素是其工作时产生的各种涡。流场中的涡分布决

定了流场中速度和压力的分布，不只对螺旋桨性能有着直接影响，对其噪声特性、桨

叶实时载荷分布以及尾流场中其他机构表面的压力分布都有着关键性的影响。对螺旋

桨周围涡流的深入了解，无论是对提高现有螺旋桨的各方面性能还是对研发新概念的

螺旋桨，都具有重要意义。螺旋桨流场研究方法主要有两种，即实验测试方法与数值

模拟方法。实验测试方法所得结果更加精确，但一般较为昂贵，且研究周期长。而数

值模拟方法具有研究周期短、经济投入少的特点，且通过后处理，可以更方便的获得

流场细节，实现对流场现象的内在机理的研究。

当前螺旋桨流场分析的数值模拟方法主要有面元法和雷诺平均纳维-斯托克斯方程

（RANS，Reynold Averaged Navier-Stokes equations）方法，面元法具有前期准备工作少，

计算速度快的特点，但是由于其考虑的是无粘不可压理想流体，不能较好的分析尾流

涡场。RANS方法具有计算代价低，又能较好的对流场中的粘性进行模拟的特点，被

广泛地使用在螺旋桨的性能分析中。然而 RANS方法在模拟涡场时，由于数值耗散的

问题，导致涡耗散过快，不能精确模拟流场中的涡，进而影响到了对流场细节的捕捉。

针对此问题，多位学者使用大涡模拟（LES，Large Eddy Simulation）或者分离涡模拟

（DES，Detached Eddy Simulation）方法[1, 2, 3]对螺旋桨的流场进行了分析，得到了更

加精确的结果，但一般此类方法对计算网格的要求较高，且计算时间较长。针对以上

问题，本文将无网格的涡粒子法应用到螺旋桨的尾流分析中。涡粒子法是一种以涡量

为核心，专门针对涡量进行模拟计算的无网格方法，已经在涡环碰撞[4, 5]、风场中风

力发电机流场间的相互影响[6, 7, 8, 9]、直升机螺旋桨产生的梢涡对机身压力分布的影

1
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响[10]等方面得到了应用。涡粒子法不但规避了由于网格离散引起的数值耗散问题，时

间步长也不受库朗（CFL，Courant–Friedrichs–Lewy）条件影响，在进行非稳态计算时，

可以设定更大的时间步长，进而减少模拟时间。然而当前的涡粒子法对于固体边界条

件的处理方法均较为复杂，且难以应用到诸如螺旋桨的复杂几何外形上。

本文通过将面元法和涡粒子法进行耦合，将涡粒子法应用于敞水条件下单桨的尾

流场和梢涡分析中，使得水动力性能的计算以及尾流中涡的分析更加准确，对今后船

舶螺旋桨的流场分析、精细设计与校验提供了新的研究手段。

1.2 国内外研究现状

1.2.1 螺旋桨水动力性能及流场分析方法的研究现状

船舶螺旋桨的水动力性能及流场分析方法主要包括势流计算方法和粘流计算方法，

本节将分别描述他们的发展与研究现状。

（1）势流计算方法

势流理论中将所分析流场看作无旋流场，忽略流体的粘性对流场进行求解，物体

表面的粘性剪切应力通过经验公式或求解边界层方程进行计算。对螺旋桨进行分析的

势流方法主要包括升力线法、涡格法（或升力面法）和面元法。

升力线法中用一条线来表示螺旋桨的桨叶，在该线上施加环量分布来表示桨叶径

向载荷分布，这条线即称为升力线。升力线上的涡量（环量）称为附着涡。用从升力线

上泄出的等距螺旋线表示桨叶泄出涡量，如图1-1所示，根据涡旋不生不灭定理，某点

处泄出涡的环量应等于该点处附着涡的导数。文献[12, 13]中给出了半无穷长等距螺旋

线的诱导速度的求解方法，若已知升力线上环量分布，便可求得升力线上的速度。依

据库塔-茹科夫斯基定理，由速度和环量可得升力线各处受力，进而求得螺旋桨的性能。

根据升力线上环量分布表示方法的不同，升力线方法可分为解析式升力线方法[12]和数

值离散式升力线方法[14]。离散式升力线方法对桨叶环量的表示更加灵活，可以更方便

地表示不同形式的螺旋桨，被应用于开源升力线软件 OpenProp中[15, 11, 16]。升力线

图 1-1 升力线方法中的桨叶和尾涡描述（摘自[11]）

2
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方法需要提前知道螺旋桨桨叶上的环量分布，且一般不考虑泄出涡的变形，求解精度

不高，所以现在很少用来分析螺旋桨的性能和流场，而是用在螺旋桨的初始设计中。

涡格法在螺旋桨分析中也常称为升力面法，其使用无厚度的二维涡格来表示螺旋

桨桨叶，并在随边节点处泄出涡线[17, 18, 19]，如图1-2所示。其泄出涡系分为过渡区

和远场区，在过渡区内根据实验所得的经验公式[20]考虑涡系的半径收缩，在远场区

内只考虑等距螺旋线表示的梢涡和毂涡，如图1-3所示。涡格上的环量通过无穿透边界

条件求得，泄出涡线上的环量与桨叶涡格环量的关系同样根据涡旋不生不灭定理确定。

文献[21]中通过在涡格所表示的螺旋桨中心面上布置源汇强度，使得涡格法可以考虑桨

叶的厚度分布。其算法分两步进行，首先使用传统涡格法对无厚度的螺旋桨进行分析，

根据叶片表面法向速度为零的条件求解源汇强度，并对流场进行修正。使用所得算法，

文献[21]中使用涡格法得到了可以与面元法相比拟的结果。然而涡格法无法考虑导边吸

力，计算螺旋桨的扭矩时存在不可避免的误差。

图 1-2 涡格法中桨叶表面的离散涡格和泄出涡示意（摘自[19]）

图 1-3 涡格法中的泄出涡系统（摘自[19]）

面元法直接将物体表面离散成小面（称为面元），泄出尾涡用尾涡面表示，并使

用面元对其离散，如图1-4所示。面元法中，通过在每个面元上布置源汇或偶极子等

奇点对流场进行建模，根据物体表面的无穿透边界条件，建立有关奇点强度的线性方

程组并求得各面元上的奇点强度，进而得到整个流场的速度、压力等细节以及螺旋桨

的水动力性能。面元法是当前势流方法中计算精度最高的方法，与粘流方法相比，具

有计算速度快、前处理简单的特点，被广泛的应用于设计阶段的螺旋桨水动力性能分

析[22, 23, 24, 25]。
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图 1-4 面元法中物体表面和尾涡面的离散（摘自[26]）

（2）粘流计算方法

随着计算机硬件的发展，粘流计算方法在螺旋桨性能和流场分析中的应用越来越

普遍。其可以得到比势流方法更接近实际的流场细节，可以更精确的模拟螺旋桨桨叶

表面产生的壁面涡以及尾流中的泄出涡和梢涡结构，在研究新型螺旋桨、分析螺旋桨

尾流涡结构、计算船-桨-舵相互影响以及复杂工况下的流场特性和螺旋桨载荷分布等方

面都发挥了重要的作用。

文献[27, 28]中使用商用 RANSE求解器 CFX对泵喷推进器的定常水动力性能进行

了计算。文献[29]使用 RANSE求解器对模型桨和实桨两种尺寸的导管螺旋桨进行了精

确计算，研究了导管桨的尺寸效应。文献[30]使用 CFX 计算叶梢负载（Contracted &

Loading Tip，CLT）螺旋桨的敞水性能，得到了和实验吻合的结果，并借助计算结果研

究了叶梢负载螺旋桨的尺度效应。文献[31]使用 CFX 计算对比了有轮毂式和无轮毂式

环驱推进器（Rim-Driven Thruster， RDT）的流场特性和敞水性能，发现无轮毂式环驱

推进器的推力和效率都比有轮毂式的大一些，并借助所得的流场细节，对其原因进行

了分析。文献[32]采用重叠网格算法对船后桨舵相互干扰进行了分析，避免了动网格的

使用。文献[33]对船后工作的螺旋桨进行分析时，同样采用了重叠网格技术来考虑螺旋

桨的旋转运动，计算所得的螺旋桨尾流涡结构与实验测量结果取到了定性的吻合。

文献[1]中分别使用 RANSE 和 DES（分离涡模拟）方法对螺旋桨后方两个直径内

的尾涡结构进行了数值模拟，并发现 RANSE方法虽然可以很好的预测螺旋桨推力、扭

矩等整体性能，但由于其过度耗散的特性，不能完全捕捉到流场中的涡结构。相比之

下，DES方法在固体边界附近使用 RANSE方法来模拟边界层，而在其他流域使用 LES

方法对涡结构进行模拟，使用有限加密的计算网格得到了满意的结果，重现了在实验

中[34]观测到的梢涡配对、失稳以及流场动能由叶片谐振频率到桨轴谐振频率的转化等

现象，如图1-5所示。文献[2]中使用 LES技术对倒车情况下的螺旋桨周围流场进行了非

定常分析，成功的捕捉了螺旋桨倒转形成的涡环结构，所得的推力系数、扭矩系数的

时均值和标准差以及几个截面处的时均轴向速度分布都与实验测量值吻合的很好。

除上述方法外，还有一种将粘流求解器和势流方法结合的螺旋桨流场分析方法[35,
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图 1-5 RANSE和 DES计算所得的尾流涡结构对比（摘自[1]）

36, 37]。其使用粘流方法对整个流场域进行建模与求解，在螺旋桨处并不放置螺旋桨，

而是使用普通的网格单元。使用势流方法（如面元法）对螺旋桨进行分析，将所得的

桨叶载荷以体积力的方式，根据位置对应关系，加到粘流求解器中对应的网格单元上。

势流方法中的进流速度取粘流求解器中螺旋桨盘面前方的流场速度。这种耦合算法可

以用较少的计算量考虑螺旋桨对整个流场产生的影响。

粘流计算方法适应性好，借助 LES或者 DES技术可以较好的捕捉螺旋桨流场中的

涡结构，然而粘流计算方法普遍需要划分高质量流体计算域网格，即需要经验又耗费

时间，且时间步长受 CFL数限制，意味着加密网格的非定常计算需要更长的计算时间；

此外，迎风格式等稳定数值算法中具有先天的数值耗散特性，易导致涡结构细节的丢

失。

1.2.2 面元法的研究现状

面元法被应用到螺旋桨的流场分析中开始于上世纪80年代[38, 39]，同一时期[40,

41]也将面元法应用于各种螺旋桨的稳态和非稳态的计算中，为面元法的完善做出了贡

献。根据面元上奇点分布的阶次，面元法可分为高阶面元法（面元上奇点为线性分布

或更高阶次）和低阶面元法（面元上奇点为零阶分布）。几何离散相同的情况下，高阶

面元的求解精度更高，但有关奇点强度的封闭方程组难以直接建立；低阶面元法的方

程组建立过程简单直观，易于求解，且可通过布置更多的面元来提高计算精度。螺旋

桨分析中的面元法多为低阶面元法。根据建立线性方程组时具体使用的边界条件，面

元法可分为基于速度（边界条件为物体表面法向速度为0，亦称为纽曼边界条件）和基

于速度势（边界条件为物体表面内部总速度势或扰动速度势为0，亦称为狄利克雷边界

条件）的面元法。一般认为[39]，基于速度势的面元法计算量小，且计算精度较高。

近年来，有关面元法的研究主要集中于面元法的工程应用和功能拓展。中船重

工702研究所的学者使用面元法对对转螺旋桨的水动力性能进行了预报[22, 23]，其文

中通过将前后桨之间诱导速度的周向平均值作为伴流的一部分，来考虑前后螺旋桨相

互之间的干扰，得到了和实验测试数据较为接近的结果。文献[24]使用面元法计算了

导管螺旋桨的性能，观察到尾涡的精确计算对于性能的预测至关重要，并提出了导管

边界层对尾涡面形状影响的计算模型。文献[42]使用面元法对船后工作的实桨进行了外
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形优化设计，得益于面元法计算的高效性，文中使用遗传算法进行优化，并得到了最

优的螺旋桨外形。文献[43]基于面元法对导边泄出涡进行了模拟，提高了非设计点处扭

矩的预测精度。文献[44]基于面元法对螺旋桨和舵之间的非定常交互影响进行了模拟。

在其工作中，螺旋桨的尾涡面使得舵周围的流场产生了变化，同时舵也使得螺旋桨的

尾涡面形状和位置发生了改变，桨和舵的相互影响通过面元法中的尾涡面直接得到。

文献[25]使用升力面模拟转子，用面元法模拟定子，对具有后置定子的旋转机械系统

中转子和定子间的相互干涉进行了模拟，并计算了所产生的空化范围和空泡形状。文

献[45]基于面元法对工作于倾斜来流中的螺旋桨的性能和空化情况进行了分析，得到了

与实验测试以及粘流计算结果相吻合的结果。

面元法中，使用库塔条件来建立物体表面的奇点强度与尾涡面上奇点强度之间的

关系，根据所形成的方程组可分为线性库塔条件和非线性库塔条件，也经常分别被称

为 Morino库塔条件和压力库塔条件（非线性库塔条件中要求随边处压力面和吸力面的

压差为零）。压力库塔条件所得结果更接近物理实际，因此被很多学者采用[46, 47, 48,

49]，然而其实施过程也更加复杂。实施压力库塔条件时，一般将尾涡面元上的未知偶

极子强度作为自变量，将随边处压差看作由其决定的非线性函数，并使用牛顿迭代算

法求解所得的非线性多维函数求根问题。由于随边处压差和尾涡面元的偶极子强度关

系复杂，牛顿迭代算法中的雅可比矩阵一直以来都使用差商来近似，计算过程中涉及

到多次的奇点强度方程组的求解，计算量很大。文献[39, 50]提出在压力库塔条件中使

用修正的牛顿迭代算法，即每个时间步中，只计算一次雅可比矩阵，在后面的牛顿迭

代步中使用第一步所得雅可比矩阵来近似当前步的雅可比矩阵。该方法使得压力库塔

条件的计算量落在可接受的范围内，但影响了牛顿迭代的收敛速度，甚至导致在某些

重载工况下原本可收敛的迭代过程变得不收敛。此外，一次的基于差商近似的雅可比

矩阵计算的计算量仍较大，导致面元法的使用者必须在计算精度和计算速度之间进行

抉择。所以，研究一种快速的雅可比矩阵计算方法对于提高面元法分析的精度和效率

都具有十分重要的意义。

在面元法中，尾涡面元位置决定了流场描述的精确性，对螺旋桨水动力性能的准

确计算也具有重要的影响。在前期的面元法中[50, 40, 41]，同升力面相似，尾涡面的

形状和位置由实验所得的经验公式进行预定义。上世纪90年代中期，文献[51]基于高

阶面元法，根据流场中的速度对尾涡面形状和位置进行迭代求解，使得尾涡面与流场

速度方向相切（从而不会受到库塔-茹科夫斯基力）。对于低阶面元法，文献[52]中基

于[53]中提出的涡团法，引入了速度光滑模型（去奇异模型），用具有非零涡核半径

的非奇异涡管近似低阶偶极子面元等价得到的奇异涡线，将涡线上的环量按一定规律

（由采用的涡核模型决定）分布于涡核半径决定的区域内，从而达到对速度计算的去奇

异化；然后根据所得流场速度对尾涡面形状和位置进行迭代求解，同样得到了稳定的

与流场相切的尾涡面。之后，这种求解尾涡面形状和位置的过程被称为尾涡对齐算法
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（wake alignment），尾涡对齐使得面元法可以更精确的模拟螺旋桨的尾流，进而可以更

好的预测螺旋桨的性能。然而，低阶面元法中速度光滑模型中的涡核半径（亦称为速

度光滑参数）一直以来都依据经验确定，过大的速度光滑参数会使得流场细节丢失过

多，尾涡面变形过小；过小的速度光滑参数又不能起到应有的作用，影响计算的稳定

性与收敛速度。且不同算例和工况中，所需的速度光滑参数一般是不同的。此外，我

们还观察到，在流场的不同位置（或尾涡发展的不同阶段），所需的最佳速度光滑参数

也是不同的，至今一直被采用的常值光滑参数模型，会产生在上游区域过大而在下游

区域过小的问题。所以，研究一种可变速度光滑参数模型和确定最佳速度光滑参数取

值的自适应算法，对提高低阶面元法的尾涡面位置模拟精度具有重要意义。

1.2.3 涡粒子法的研究现状

涡粒子法（Vortex Particle Method, VPM）是一种无网格的涡方法，其使用离散拉格

朗日粒子对涡量输运方程进行数值求解[54, 55, 56, 57]。每个粒子被赋予一个向量形式

的强度值，来表示其所占的流场区域内总的涡量，因而计算中使用的拉格朗日粒子也

被称为涡粒子。通过毕奥-萨瓦尔定律，可由涡粒子的位置和强度求得整个流场的速度

分布，进而由拉格朗日粒子的移动来对流场的对流进行数值模拟。因此，涡粒子法在

模拟涡量场发展的过程中不带有任何先天的数值耗散特性。此外，涡粒子法充分利用

了流场中涡量的局部分布特性，只在存在涡量的地方布置计算单元（即涡粒子），且无

穷远处边界条件自动满足，与传统的基于网格的计算方法（如RANS、LES、DES）相

比，使得计算域大为减少。所有的这些特点使得涡粒子法成为精确模拟流场涡结构的

理想算法。

涡粒子上携带的涡量按所采用的分布函数形式分布于涡粒子周围，粒子的核半径

决定了其涡量的分布范围。文献[56]在证明涡粒子法收敛性的过程中指出，为使涡粒子

法收敛于纳维-斯托克斯方程的解，粒子的核半径必须大于粒子间的间距，该条件通常

被称为重叠条件（overlapping condition）。重叠条件同时使得涡粒子所表示的涡量场具

有连续光滑的分布。涡粒子法中，通过对涡粒子处流场速度、粘性耗散和涡旋拉伸项

进行计算，并依此使得涡粒子位置和强度发生变化，来达到对涡量场的模拟。以下分

不同方面对涡粒子法的研究现状进行描述。

（1）流场速度与涡旋拉伸计算

流场局部速度由未受扰动的自由来流速度和涡粒子的诱导速度组成，诱导速度根

据比奥-萨伐尔定律，通过累加所有涡粒子的贡献而得到。当计算涡粒子处诱导速度时，

须考虑所有涡粒子之间的两两成对影响，若以 Np表示涡粒子数量，则直接计算诱导速

度的时间复杂度为 O(N2
p )。文献[58, 59]中指出，可使用[60]中提出的快速多极子算法

对涡粒子场的诱导速度进行计算，将速度计算的时间复杂度降低为 O(Np)，使得大规

模的涡粒子数值计算成为可能。快速多极子算法中，依据涡粒子的空间位置，使用八

叉树层级结构对三维空间中的涡粒子进行组织，以粒子簇间的相互影响近似涡粒子个

7



西北工业大学博士学位论文

体之间的相互影响，达到对计算量的降低。

涡旋拉伸项中需要计算流场速度的梯度张量，一般与诱导速度同时进行计算，文

献[58, 59]中同样给出了使用快速多极子算法对速度梯度的计算方法。文献[61]中指出，

在计算涡旋拉伸项时，使用速度梯度张量的转置代替速度梯度，所得数值方法在理论

上是等价的；而使用转置形式可以保证涡粒子法的微分方程组构成涡量输运方程的弱

解。所以，现有的涡粒子法程序中多采用速度梯度张量的转置形式。

（2）粘性耗散计算

涡粒子法的粘性耗散项涉及到涡量的空间微分，在使用粒子离散的涡量场中难以

直接计算。在已有文献中，对该项的处理方式可分为两大类，第一类是根据粘性耗散

的机理，使用其它方式对粘性耗散进行模拟，从而避开对涡量的微分；另一类是借助

数学方法，对涡量的微分进行直接计算。

间接模拟方法包括了随机游走方法（random walk method）、核扩散方法（core spread-

ing method）和涡重分布方法（vortex redistributed method）。

随机游走方法首先在[62]中被应用于二维的涡粒子法，[63, 64, 65]中将其应用到了

三维涡粒子法的计算中。该算法的实施过程是在每个时间步中，对粒子位置的各个分

量施加一个均值为 0方差为 2ν∆t的高斯随机位移，以此来模拟粘性耗散引起的涡量场

变化。虽然在粒子数趋于正无穷时，该方法被证明收敛于原涡量输运方程[66]，但是其

随机特性会导致涡量场具有很大的噪声[64]，且粒子密度较低的区域内的解会受到很大

的负面影响[67]。

核扩散方法是依据扩散方程（diffusion equation）的解析解提出的，当对涡粒子采

用高斯核函数时，其核半径平方以2倍流体运动粘性系数的速度增长，以此来模拟粘性

耗散过程。文献[68, 67]中指出，若不对涡粒子核半径的上限加以限制，核扩散方法中

核半径的不断增大会导致该方法的结果不收敛于纳维-斯托克斯方程。因此，各国学者

提出多种限制核半径增长过大的方法，可分为局部调整方法和全局调整方法。局部调

整方法是将核半径过大的粒子拆分为多个粒子，并通过调整新粒子的位置和强度使得

涡量场性质不变[67, 69]。全局调整方法是重新布置整个计算域内涡粒子的位置和核半

径，并通过求解关于新粒子强度的方程组来保证特定位置的涡量不变[70, 71, 58]。局部

调整方法使得涡粒子数量急速增长，一般与合并粒子的算法一起使用；全局调整方法

更加灵活，但对方程组的求解耗时严重。

涡重分布方法由[72, 73]提出，该方法中涡粒子位置不变，通过将涡粒子强度进行

重新分布来模拟粘性耗散。算法实施过程中使用分布系数 fij 来决定粒子间强度的重分

布，将重分布后的涡量场的傅里叶变换与耗散精确解的傅里叶变换进行对比，建立关

于 fij 的线性方程组并求解。该方法中，一个涡粒子的强度只分配到一定距离范围内的

涡粒子，且根据稳定性的要求， fij 不能为负，经常需要插入新的零强度粒子才能达到

要求。[72]使用该方法研究了二维点涡的耗散，[74]将该方法应用于三维涡环耗散的模

8
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拟，[75]使用该方法进行了大尺度的工程三维模拟。涡重分布方法不依赖于任何背景网

格或涡粒子的规律分布，并可得到任意阶的精度，但是求解分布系数 fij 的过程复杂且

耗时，限制了它的广泛应用。

对耗散项进行直接计算的方法中，最具代表性的是文献[76]中提出的涡强交换方

法（Particle Strength Exchange, PSE）。该方法的核心是使用积分算子代替拉普拉斯算

子，并使用涡粒子的位置作为数值积分点，直接由附近涡粒子的信息得到涡量的微

分。得益于涡强交换方法的确定性和实现的简易性，其被广泛应用于涡粒子法的计算

中[4, 77, 5, 78, 79, 80, 81]。不同于涡重分布法，涡强交换方法的精度依赖于分布均匀的

粒子，需要经常采用涡粒子重分布算法对涡粒子的位置进行调整，且在固体边界处需

要进行特殊处理。

（3）涡粒子重分布过程

如前所述，作为涡粒子法收敛的必要条件，重叠条件要求粒子核半径始终大于粒

子间距离。而在实际计算中，流场的局部应变会使得涡粒子在一个方向上聚集，在其

他方向上扩散，致使粒子间距增大，重叠条件得不到满足。与此同时，不规律的涡粒

子分布也会对涡强交换方法计算粘性耗散的精度有所影响。上述问题一般通过粒子重

分布过程来解决，即使用规律分布的新涡粒子替代原有涡粒子，并通过一定算法求得

新涡粒子的强度，使得新旧涡粒子所表示的涡量场基本相同。

涡粒子重分布过程中，最为普遍的计算新涡粒子强度的方法是空间插值算法。新

粒子强度的计算依赖于以相对位置为自变量的插值函数，并以插值函数为权重对旧粒

子强度经过加权求和得到新涡粒子强度。三维空间插值函数一般由三个方向上的一维

插值函数进行笛卡尔乘积得到。当新涡粒子的位置是在映射坐标系中确定，在全局笛

卡尔坐标系中不是均匀分布时，插值需要在使涡粒子均匀分布的映射坐标系中进行[82,

83, 84, 85]。在文献[86, 77]中，首先使用了可分别使涡量的二阶矩和三阶矩守恒的一维

插值函数 Λ2 和 Λ3，并指出在边界处，可使用单向插值函数 Λ′2。在[87]中，由[88]提出

的用于光滑粒子流体动力学（SPH）方法的M ′
4 插值函数被应用于涡粒子强度的插值过
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图 1-6 几种不同的一维插值函数
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程中。不同插值函数的变化如图1-6所示。由于M ′
4函数同时具有光滑、连续和保持涡量

三阶矩守恒的特点，被广泛应用于涡粒子重分布的插值过程中[6, 78, 82, 83, 89, 84, 85]。

涡粒子重分布过程中，另一种决定新粒子强度的方法是将该问题看作数学上的散

乱点插值问题（scattered data interpolation），并使用径向基函数（Radial Basic Func-

tion, RBF）插值技术来进行求解。这种方法直接以涡量场变化最小为目标，文献[70,

71, 90]中的数值计算显示，与传统插值方法相比，该方法显著提升了插值精度。此外，

径向基函数插值法不要求规律的涡粒子分布，使得涡粒子分布具有更大的灵活性。然

而，径向基函数插值涉及到 Np 元线性方程组的求解（Np 为新涡粒子的数量），非常

耗时，阻碍了该方法的使用。[91]中提到了一些提升计算速度的方法，包括矩阵预处理

（matrix preconditioning），广义极小残值法（Gneralized Minimal Residual, GMRES）迭

代求解方程组和快速矩阵相乘算法，并且指出径向基函数插值系统的高效求解算法仍

在进一步的研究中。

（4）大涡模拟思想的引入

为了减少计算时间并保证精度，大涡模拟的思想也被引入到了涡粒子法中[92, 93,

94, 95]。借助大涡模拟的思想，涡粒子的间距可适当取大，涡粒子数量相应降低，而

小于涡粒子间距的涡的耗散使用亚格子模型来进行模拟。这种处理方法有利于提高计

算效率，使得涡粒子法在较大型工程问题中的应用成为可能。涡粒子法中现有的亚格

子耗散模型共有两种，一种是 Winckelmans [94] 根据基于网格的传统大涡模拟方法中

的 Smagorinsky-Lilly 模型类推到涡粒子法中所得的模型。其观察到经过低通滤波处理

的纳维-斯托克斯方程与原纳维-斯托克斯方程相比，形式一样，只是原始变量变成了滤

波所得变量，且粘性系数中多了涡粘系数项。所以基于滤波所得的纳维斯托克斯方程

推导出的涡粒子法应与由原始涡粒子法形式相同，只是变量成为解析尺度的变量，且

粘性系数中需加入涡粘系数项。而涡粘系数采用大涡模拟中最经典的 Smagorinsky-Lilly

（SL）模型进行计算，即由局部应变矩阵和滤波尺度（涡粒子核半径）决定。 SL模型

简单且易于实现，但因其在大的尺度上的过度耗散而饱受诟病。在文献[7]的涡粒子计

算中，Chatelain采用了超高粘度模型（hyperviscosity model）来考虑亚格子的耗散，计

算精度被认为要高于 SL模型。然而超高粘度模型需要涡量的高阶导数（文献[7]中用到

了涡量的四阶导数），在其计算中，Chatelain借助了格子涡方法（Vortex In Cell, VIC)，

首先将涡量插值到背景网格节点上，然后在网格节点上计算涡的导数，对于完全无网

格的涡粒子法，超高粘度模型仍难以使用。第二种是 Cottet [92]通过分析对涡粒子进行

光滑处理所导致的涡量输运方程的截断误差，提出的一种各向异性的亚格子耗散模型。

Cottet发现光滑处理所导致的误差，在某些方向上具有使涡耗散的效应，而在其他方向

上具有反耗散（antidiffusion）的效果。所以，通过计算将误差中的反扩散项分量剔除，

留下扩散分量，即可得到一种天然的涡粒子法的亚格子耗散模型。Cottet将该模型应用

到了随机初始化的涡量场的模拟，成功地捕捉到了小尺度涡的融合，并避免了对大尺
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度涡的影响。上述两种亚格子模型在涡粒子法中都有应用，然而对二者之间的对比研

究却仍未有报道。在诸如螺旋桨流场分析这种高雷诺数复杂流场分析中，选择正确的

亚格子耗散模型对提高计算效率且维持计算的稳定性具有决定性的影响。

（5）实际应用与固体边界条件处理

在现有文献中，涡粒子法经常被用来模拟网格方法难以计算的涡结构运动问题。

比如[96, 97]中用涡粒子法对单涡环的自诱导运动与发展进行了仿真模拟，所得的移动

速度与解析解结果吻合的很好。文献[98]在研究人工嗅觉系统灵敏度的过程中，使用涡

粒子法研究了涡环和固体界面碰撞的问题，所得的涡结构和实验中观测到的结果达到

了很高的相似度，如图1-7所示，并使用涡粒子法得到了更多的流场细节，发现倾斜方

向的入射涡环可以提高人工嗅觉系统的效率。

（a）实验测试 （b）计算结果

图 1-7 使用涡粒子法所得的涡环与壁面碰撞过程中的涡结构与实验观察对比（摘自[98]）

涡粒子法还被用来模拟不同涡结构之间的交互作用和涡的拓扑结构的变化，其中

Winckelmans进行的两个倾斜涡环之间的碰撞和再连接问题是涡粒子法中的经典算例[4,

79]。其使用涡粒子法成功模拟了两个涡环的碰撞和再连接过程，如图1-8所示，定性的

重现了文献[99]的实验中观测到的现象。文献[5]使用涡粒子方法对多种初始配置的双涡

环碰撞和再连接问题进行了模拟，并根据模拟结果发现：在涡环再连接过程中涡的耗

散将会增强，其原因是由于能量被转移到小尺度的涡上并迅速的耗散掉。文献[100]中

使用十亿量级的涡粒子对飞机产生的两对反向旋转的涡进行了数值模拟，并考虑了高

斯分布的随机速度扰动，观测到了中等波长非稳定性中典型的 Ω 形状的涡结构，如

图1-9所示。

由于涡粒子法直接模拟的是流场中的涡量，而非速度，所以并不能将无滑移边界

条件作为数学上的边界条件来直接处理，而需要其他的方式来间接实现。这也是涡粒

子法一直没能够在工程问题中得到大范围应用的原因之一。为了实现无滑移边界条件，

并模拟边界处由之生产的涡量，在涡粒子法的发展历程中，学者们提出了以下三种处

理方法:（1）文献[63, 64, 65]中在物体边界处定义一个具有一定厚度的数值边界层，并

在这个区域内使用小涡片（vortex tile）对普朗特方程进行求解。每个时间步中，先根据

涡粒子和已有的小涡片计算得到边界处的滑移速度，然后在边界上创建新的小涡片来
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图 1-8 使用涡粒子法所得的倾斜双涡环的碰撞和再连接过程（摘自[4]）

(a)全局视图 (b)局部视图

图 1-9 使用涡粒子法得到的飞机机翼产生的 Ω型涡结构（摘自[100]）

抵消这些滑移速度。在平行于边界的方向上，小涡片以由普朗特边界层理论所得的速

度进行移动，在垂直于边界的方向上，涡片以随机漫步的方式进行移动（即位移量为满

足高斯分布的随机数）。通过将移动出数值边界层的小涡片转化为涡粒子来模拟边界层

涡量的产生。该方法严重依赖于数值边界层厚度等参数，且边界仅限于简单的几何形

状，进入21世纪以来，已经鲜有使用。（2）文献[101]中在边界上布置一层无厚度的涡

片（vortex sheet）来抵消已有的滑移速度，并基于 Lighthill模型[102]将边界处涡量的法

向通量和涡片的强度建立联系。此外，通过使用格林函数法求解具有齐次初始条件和
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纽曼边界条件的涡量的扩散方程，建立涡量的法向通量和扩散到边界附近各涡粒子的

涡量之间的关系。如此，便可根据每一步中所得的涡片强度对边界附近涡粒子的强度

进行修正，以此来模拟由无滑移边界条件产生的涡量。该方法的精度在[103, 104]中得

到了进一步的提高，并在[85]中被应用于三维球体绕流的数值模拟中。此方法虽然得到

了合理的流场结果，但是由于需要在边界附近布置大量的涡粒子，实施起来计算效率

很低。（3）近期，一种浸入边界法（Immersed-Boundary Method），即Brinkman惩罚法

（Brinkman Penalization Method），被引入到涡粒子法中来考虑固体边界条件[105, 106]。

每个时间步中，先不考虑固体，认为固体内部和外部都是流体域，对涡量场和速度场

进行求解，然后依据固体内部速度须等于固体速度的要求对涡量场进行迭代修正，从

而得到满足边界条件的涡量场。该方法需要涡粒子足够密，以捕捉物体表面形状，又

由于当前涡粒子法中的涡粒子基本是等密度分布的，所以对于具有不同几何尺度的复

杂边界问题仍然难以使用。

鉴于涡粒子法中处理边界问题的复杂性，以及对复杂形状的物体边界仍无可用方

案的现状，在许多工程应用中，学者们借助其他算法来处理物体边界，并将其和涡粒

子法进行耦合，实现对整个流场的模拟。

文献[6, 7, 8, 9]中将涡粒子法和升力线法耦合，对风力发电机的尾流场进行了模

拟。在这些工作中，使用升力线来表示风机的桨叶，使用涡粒子来模拟其泄出的涡。

文献[6]中研究了一个独立风机的流场，通过对升力线上的环量添加时间和空间上的扰

动来考虑湍流的影响。其成功地再现了各桨叶梢涡的轨迹波动、相互影响、再连接以

及到完全三维湍流的转变。文献[7]中对大尺度的空气动力学进行了数值模拟，研究了

两个前后布置的风机。其使用相关算法[107]对入口处流场中的湍流进行了合成，并使

用涡粒子携带这些湍流涡量进入流场，成功地在考虑流场湍流和尾涡演变的前提下模

拟了上游风机对下游风机的影响。

文献[108]中提出了一种将基于网格的 RANSE求解器和涡粒子法结合的耦合方法。

RANSE求解器用来求解物体周围区域内的流场，涡粒子法用来对整个流场区域进行求

解（在物体周围低密度布置）。在 RANSE 求解区域内的涡粒子，强度由 RANSE 结果

插值得到。RANSE求解区域的外侧边界条件（边界上的速度值或流函数值）由涡粒子

法直接计算给出。多个二维算例的结果表明，该方法可正确捕捉到物体周围和远场尾

流的流场特性，然而[108]中并没有将该方法应用于三维问题。此后，文献[109]将此概

念拓展到三维问题中，使用可压缩 RANSE求解器和涡粒子法进行耦合，分别对机翼和

四叶前进直升机螺旋桨周围的流场进行了数值模拟。在计算中，两个区域交界处得到

了光滑连续的涡等值面，无扩散的涡核被保持延伸到很远的尾流场中，不同桨叶的泄

出涡之间的相互影响也得到了成功的模拟。为了进一步减少 RANSE求解区域内的非物

理的数值耗散，文献[110]在 RANSE 求解区域中数值耗散仍不明显的地方布置了一个

封闭的涡粒子播种面（particle seeding surface）。计算过程中，涡粒子在此播种面上产
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生，之后，其强度不再按 RANSE结果进行调整，而只是按 RANSE所得速度进行移动。

这种处理方法在[10]中也得到了应用，但是[10]中涡粒子系统对 RANSE 求解器的影响

方式有所不同。其首先计算出 RANSE求解区域外的所有涡粒子在每一个 RANSE求解

区域内网格单元上产生的诱导速度，并据此修正每一个网格单元的通量。文献[10]将提

出的算法应用到了直升机螺旋桨和机身之间相互影响的模拟中，在模拟过程中螺旋桨

和机身产生的涡量都使用涡粒子法来进行表示。文中对两种前进飞行工况进行了模拟，

所得机身上测试点处的非稳态压力变化和实验测试结果得到了很好的吻合。

将涡粒子方法与 RANSE方法进行耦合，虽然取得了一定的成果，但是在三维的问

题模拟中，其存在一定的理论缺陷，即涡粒子法中速度的计算须考虑所有流场内涡的

影响，而 RANSE方法只考虑局部相邻网格间的信息交互，无法给出 RANSE计算域内

的涡在涡粒子计算域内产生的诱导速度。此外，与 RANSE方法的耦合减弱了涡粒子法

作为一种无网格方法的优势，重新引入了流体计算域网格划分的工作。

1.2.4 面元-涡粒子耦合算法的研究现状

对于诸如机翼和螺旋桨等升力体，在正常工作情况下，涡是从随边处泄入流场的，

借助势流方法（如涡格法、面元法等）便可较好的计算其泄出的涡量。因此，作为一种

求解升力体周围流场的途径，可以使用面元法来施加边界条件，并模拟涡的产生，使

用涡粒子法来模拟尾流中涡的运动和演变。这种面元-涡粒子耦合算法已经被一些学者

用来模拟机翼以及航空螺旋桨的流场[111, 112, 113, 114, 115]。耦合算法中计算元素的

分布如图1-10所示，其使用面元法来模拟固体边界，使用涡粒子法来模拟尾涡场中的

涡，在升力体随边后方保留两列尾涡面元作为缓冲区，该缓冲区内的尾涡面元一方面

用来满足面元法中的库塔条件，另一方面通过转化生成涡粒子，起到从面元系统到涡

粒子系统的过渡作用。

图 1-10 面元-涡粒子耦合算法计算元素分布示意

如图1-11所示，耦合算法的实施过程中需考虑三方面内容：（1）涡粒子系统对面元

系统的影响。需计算涡粒子系统在面元控制点上产生的诱导速度，当面元法中采用源
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汇-偶极子奇点组合时，在源汇强度的求解过程过将涡粒子产生的诱导速度作为自由来

流速度中的一部分来考虑；而在根据伯努利方程求解压力分布时，需将涡粒子产生的

诱导速度作为扰动速度的一部分来考虑。（2）面元系统对涡粒子系统的影响。需计算

面元系统在各涡粒子位置处产生的诱导速度及速度梯度，并作为自由来流的一部分加

以考虑。（3）涡粒子的产生，即面元到涡粒子的转换。转换基于 Hess 等效原则进行，

即涡强由面元上偶极子分布的表面导数确定。

面元法
系统

涡粒子
系统

尾涡 -> 涡粒子

涡粒子的诱导速度

面元的诱导速度 & 速度梯度

图 1-11 面元-涡粒子耦合算法的耦合框架示意

文献[111]使用面元-涡粒子耦合算法进行了振动翼和翼身问题的模拟计算，并得到

了合理的结果。由于低阶面元上的偶极子为常数分布，面元内部偶极子导数为零，涡

量只存在于面元的边界线上，所以在该文献中，面元边界线被转换为涡粒子，且一条

边界对应一个涡粒子，如图1-12所示。该文献中使用的涡粒子法中并没有考虑粘性，同

时缺乏计算结果和实验结果的对比。文献[116]中使用高阶面元法与涡粒子法进行耦合，

但仍未考虑粘性。清华大学的谭剑锋、王浩文等人[112, 113]在考虑粘性的前提下，应

用面元-涡粒子耦合方法模拟了直升机螺旋桨在盘旋和前进飞行过程中的非稳态空气动

力学，桨叶的梢涡与根涡都在计算中得到了重现。文中所得的桨叶截面压力分布和截

面推力系数和实验结果吻合较好，同时将计算所得的受干扰的进流速度分布与实验测

试进行了对比。但该文中并未详细讨论面元-涡粒子的转换问题。文献[114]在研究风力

机风轮气动性能中同样使用了面元-涡粒子耦合算法，采用了将面元边界转换为涡粒子

的方法，对比了风轮截面上压力分布，轴向推力以及轴扭矩和对应的实验测试结果。西

北工业大学王红波、祝小平等人[115]应用面元-涡粒子耦合算法研究了无人机螺旋桨滑

流与机翼的气动干扰，文中将计算所得的翼型 E387和双矩形桨叶螺旋桨的表面压力及

总体性能和实验测试结果进行对比，取得了较好的结果。

已有文献中主要集中于对升力体总体性能的估计，而缺少对面元-涡粒子耦合算法

所得的尾流场的详细分析与研究，只有[113]中将预测得到梢涡位置与实验进行了对比。

然而，涡粒子法的优点在于其可以准确的模拟流场涡结构及其演变，研究并分析计算

所得的尾流场，提高尾流场的模拟精度，不但可以改善对总体性能的预测精度，也能
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图 1-12 面元边界线到涡粒子的转换（摘自[111]）

够为未来应用涡粒子法计算螺旋桨的涡致振动、流噪声及结构间干扰方面的应用奠定

基础和提供指导。

面元到涡粒子的转换过程中，转换得到的涡粒子是位于原尾涡面上的一层涡粒子，

所以涡粒子的核半径就决定了涡量在原面元法向方向上的分布范围，即尾涡粘性层的

厚度。由于转换所得涡量的总量是不变的，涡粒子的核半径将会影响流场中涡强的大

小。在已有文献中，对此问题还未有研究。根据涡粒子法的重叠条件要求，涡粒子核

半径必须大于涡粒子间距离，要想分析不同核半径的影响，就必须使得涡粒子间距离

可以变化，这要求将一个面元转换为多个涡粒子。已有文献中只有[116]提到将一个面

元转换为多个涡粒子，但其基于复杂的高阶面元法。所以，研究一种新的一对多的低

阶面元到涡粒子的转换算法，成为研究面元-涡粒子耦合算法尾流分析精度的必要前提

条件。

此外，由于螺旋桨梢涡处流场局部应变剧烈，转换所得的规律分布的涡粒子将很

快变的不规律，间距明显增大，从而导致所表示的涡量场不连续，并影响数值计算的

精确性和稳定性。这就需要使用到涡粒子重分布算法，然而有关面元-耦合算法的文献

中，对此没有任何描述。

对于螺旋桨计算，可使用旋转周期性边界条件来减少计算量，从而在相同的计算

能力情况下可以进行更加精确的计算，而有关涡粒子法和面元-涡粒子耦合算法的文献

中对旋转周期性边界条件的实施都还未有研究。

1.3 问题的提出

随着对海洋航行器长航程及隐秘性等方面的要求的不断提高，螺旋桨的效率、梢

涡空化、噪声和振动特性等得到越来越多的关注，这就要求在设计阶段，数值方法可

以准确地预测螺旋桨的水动力性能及其周围的流场细节，而这些都需要对尾流场的涡
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分布具有精确的模拟能力。

传统的面元法基于无粘不可压理想流体，对尾涡使用无耗散的偶极子面元进行近

似，难以准确模拟尾流涡场。粘流计算方法依赖于高质量的流体计算域网格，既需要

经验又耗费时间，且其固有的数值耗散特性不利于涡场的精确模拟。将面元法和无网

格的涡粒子方法进行耦合，对螺旋桨的流场和水动力性能进行分析，既可摆脱繁琐的

网格划分工作，又同时具有较高的分析精度。

总结对研究现状的分析，可以发现，在有关螺旋桨流场和水动力分析的面元法、涡

粒子法及其耦合算法的研究中，还存在如下问题：

（1）面元法中现有的压力库塔条件实现算法，由于采用差商近似法对雅可比矩阵

进行计算，其计算效率十分低下，且在重载情况下易发生不收敛现象。此外，低阶面

元法中使用的常值速度光滑参数，缺少确定在不同工况下其合适取值的模型，且存在

在上游区域取值过大而在下游区域过小的问题。

（2）涡粒子法中现有两种亚格子耗散模型，即Smagorinsky-Lilly亚格子耗散模型

和Cottet人工粘性模型，然而公开文献中缺少对二者的对比研究。这使得在实际应用中，

无法进行合理的选择。

（3）有关面元-涡粒子耦合算法的研究中，仍未有关于涡粒子密度等参数对尾流场

涡量分布和水动力性能影响的研究，同时也缺少开展此研究所必须的低阶面元到涡粒

子的一对多转化算法。

（4）现有的涡粒子法和面元-涡粒子耦合算法中，还未有有关实施旋转周期性边

界条件的研究，然而在螺旋桨的稳态分析中，旋转周期性边界条件可大幅降低计算量，

从而在相同的计算能力情况下可进行更加精确的计算。

本文将针对上述问题，分别进行研究和改进。

1.4 主要研究内容与安排

本文研究用于螺旋桨水动力性能与流场分析的面元-涡粒子耦合算法，，主要包括以

下内容：

（1）介绍了国内外关于船舶螺旋桨水动力性能和尾流场分析的研究进展与现状，

分析了国内外学者在研究中所采用的不同方法和目前存在的问题，着重介绍了面元法、

涡粒子法以及面元-涡粒子耦合算法的研究进展，提出了现有仍研究中存在的问题。

（2）针对面元法，提出了一种计算压力库塔条件中雅可比矩阵的解析方法，依此

建立了快速的压力库塔条件实现算法，并对比了其与传统算法在螺旋桨分析过程中的

计算效率和收敛能力。此外，基于量纲分析法，提出了一种可变速度光滑参数模型，并

给出了自适应确定模型中参数大小的方法。通过对多个螺旋桨的水动力性能计算，分

析了所得面元法的适用性。

（3）分别使用基于 Smagorinsky-Lilly亚格子耗散模型和 Cottet人工粘性模型的涡
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粒子法，对两种不同的涡环碰撞问题进行了数值模拟，依据两种模型所得的涡结构变

化过程以及模拟过程中守恒量的变化，对两种模型在维持计算稳定性和计算效率方面

进行了对比分析。

（4）在低阶面元-涡粒子耦合算法中，通过在面元上对偶极子强度进行二维插值，

实现了一对多的低阶面元-涡粒子转化算法。针对螺旋桨尾涡面元尺寸差异较大的情况，

提出了单个面元对应涡粒子数量自适应确定的方法。提出了针对面元-涡粒子耦合算法

的涡粒子重分布算法，并详细介绍了其流程。以椭圆水翼的水动力性能和尾流涡场的

分析为例，分析了耦合算法中涡粒子密度等参数对算法计算结果的影响。

（5）在面元-涡粒子耦合算法中实现旋转周期性边界条件，针对其所导致的扇形柱

体计算域，提出在柱坐标系下的涡粒子均布方法，并建立了考虑旋转周期性边界条件

的扇形区域涡粒子重分布算法。对计算流场速度的快速多极子算法进行了适应旋转周

期性边界条件的改进，并对算法的改进效果进行了分析研究。通过对不同螺旋桨的水

动力性能和尾流场的数值分析及与实验结果的对比，验证了所得面元-涡粒子耦合算法

的有效性。

本文的组织结构如图1-13所示。

第1章 绪论

第4章 基于一对多面元-涡粒子转化
的面元-涡粒子耦合算法研究

第5章 考虑旋转周期性边界的面元-
涡粒子耦合算法研究

第6章 全文总结和展望

第2章 基于压力库塔条件和可变速度
光滑参数模型的面元法研究

第3章 基于不同亚格子耗散模型的
涡粒子法研究

图 1-13 全文组织结构
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1.5 本章小结

本章对螺旋桨水动力性能及流场分析方法的研究现状进行了描述，得出结论：使

用面元-涡粒子耦合算法对螺旋桨的水动力性能及流场进行分析，既不用进行繁琐的网

格划分工作，又预期可以得到较为精确的结果。本章还对面元法、涡粒子法及耦合算

法的研究现状进行了详细分析，本文将针对现有研究中存在的相关问题展开研究。
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第第第 2章章章 基基基于于于压压压力力力库库库塔塔塔条条条件件件和和和可可可变变变速速速度度度光光光滑滑滑参参参数数数模模模型型型的的的

面面面元元元法法法研研研究究究

面元法是当前进行螺旋桨分析的势流方法中最精确的方法，本文耦合低阶面元法

与涡粒子法，来分析螺旋桨的水动力性能和尾流场。涡粒子由面元法中具有偶极子强

度的尾涡面元转化得到，所以面元法中尾涡面元上的偶极子强度及尾涡面元位置对耦

合算法的精确性有着重要影响。在面元法中，使用非线性压力库塔条件，可以使得尾

涡面元上的偶极子强度更精确，但现有压力库塔条件的实现算法过于耗时，所以本章

提出一种快速压力库塔条件实现算法；此外，尾涡面元位置通过尾涡对齐过程确定，该

过程中要使用到速度光滑模型来对诱导速度的计算去奇异化，传统的常值速度光滑参

数模型存在诸多缺点，本章将提出一种自适应的可变速度光滑参数模型，以提高尾涡

面元位置的预测精度。

为表述方便，在关于螺旋桨的讨论中将不加说明的使用以下符号：

进速比：

J =
va
nD

(2-1)

推力系数:

KT =
T

ρn2D4
(2-2)

扭矩系数:

KQ =
Q

ρn2D5
(2-3)

效率：

η =
Tva
Qw

=
JKT

2πKQ

(2-4)

式中 va为螺旋桨前进速度，w和 n分别是以弧度每秒（radian/s）和转每秒（rps）为单

位的螺旋桨转速，D表示螺旋桨直径，ρ表示流体密度，T 和 Q分别为推力和扭矩。

2.1 面元法基础理论

（1）数学方程的建立

流场中的速度可以表示为

utot = u∞ + uind (2-5)

式中 utot 是总的速度，u∞ 是未受扰动的流场速度，uind 是扰动速度（或诱导速度）。

当使用旋转坐标系时，因为坐标系的运动而引起的速度也包括在 u∞中。

面元法基于势流理论对无粘不可压流场进行分析，扰动速度满足

uind = ∇φ (2-6)
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式中 φ表示扰动速度势，并满足拉普拉斯方程：

∇2φ = 0. (2-7)

应用格林第二定理，拉普拉斯方程的解可由边界上的函数值和法向导数确定[117]。

式（2-7）的解可表示为：

Eφp =

∫∫
SB

[
φq
∂G(p, q)

∂nq
− ∂φ

∂nq
G(p, q)

]
dS +

∫∫
SW

∆φq
∂G(p, q)

∂nq
dS (2-8)

式中 SB 是固体的表面（即流场的边界），SW 是由随边泄出的尾涡面（势流场的边界），

n为边界的单位法向量， G(p, q)在三维中定义为 −1/R(p, q)，其中 R(p, q)是两个点 p

和 q之间的距离，q点遍历所积表面 SB 或 SW。式（2-8）中 E 是一个与点 p位置有关

的常数，其定义如下

E =


0 p在流体域外部,

2π p在流体域边界上,

4π p在流体域内部.

尾涡面用来模拟从随边泄出的尾涡，即一层厚度较小的薄层粘流区域，其内部流

场为有旋场，势流理论不再适用，所以用尾涡面表示的势流计算域边界来对其进行模

拟，尾涡面的位置如图2-1所示。尾涡面正反两侧所表示的流体边界在几何上是重合的，

两侧速度势总的影响由速度势突变（∆φ）来表示。

尾涡面螺旋桨

图 2-1 面元法中的尾涡面

固体边界上的无渗透边界条件为：

∂φ

∂n
= −n · u∞. (2-9)

假设固体表面内侧的扰动速度势为0，则固体表面外侧的扰动速度势等于固体表面

两侧的速度势突变。据此，将固体表面和尾涡面离散成面元（Boundary Element），并

在面元上布置常值的偶极子和源汇，使用偶极子强度的相反数 −µ 来表示速度势突变
（φ+ − φ− 或 ∆φ），使用源汇强度 σ 来表示速度势法向导数的相反数（− ∂φ

∂n
），对每个
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固体表面面元控制点（即几何中心点）处的速度势建立方程，可由式（2-8）得到以下

线性方程组

(CB + I)µB + CWµW = −Bσ (2-10)

式中 I 是单位对角矩阵，µB 和 µW 分别是固体表面面元和尾涡面元的偶极子强度组成

的向量，σ 是固体表面面元的源汇强度组成的向量，根据式（2-9），有 σi = ni · u∞。

CB 和 CW 分别是固体表面面元和尾涡面元对控制点的诱导速度势系数组成的矩阵，B

是固体表面面元的源汇对控制点的诱导速度势系数组成的矩阵。诱导速度势系数定义

为面元上的偶极子或者源汇强度为1时，在场点（需要计算诱导速度势或者速度的点）

处产生的速度势。偶极子面元在场点 p的诱导速度势系数定义为

φµ
µ

= − 1

4π

∫∫
Spanel

∂G(p, q)

∂nq
dS (2-11)

源汇面元的诱导速度势系数定义为

φσ
σ

= − 1

4π

∫∫
Spanel

G(p, q)dS (2-12)

式（2-11）和式（2-12）中点 G(p, q)定义同式（2-8），点 q 遍历面元的表面 Spanel。三

维四边形面元的诱导速度势系数详细计算公式参见[118, 119]。

（2）方程组的封闭

假设螺旋桨叶面上，径向面元数为 NR，弦向面元数为 Nchord，则桨叶上面元总数

为 NB = NRNchord，式（2-10）中的方程总数和 µB 的维度都等于 NB。在非定常计算

中，尾涡面元上的偶极子强度 µW 随尾涡面元一起向下游移动，所以只有毗邻随边上的

尾涡面元的偶极子强度是未知的（数量为 NR），而其他尾涡面元上的偶极子强度可根

据之前时间步的计算获得。在定常计算中，认为偶极子强度在所有的从同一随边位置

泄出的尾涡面元上是相等的，只在径向发生变化，所以 µW 中的未知数同样有NR个。

综上，在式（2-10）所表示的方程组中，未知数的数量（NB +NR）大于方程数量

（NB），需要添加其他方程才能封闭。借助库塔-茹科夫斯基条件（简称为库塔条件），

可建立尾涡面元上的偶极子强度 µW 与固体表面面元偶极子强度 µB之间的关系，使得

方程组封闭。库塔条件的具体内容为：升力体随边处的速度不能无限大。在面元法中，

有两种库塔条件的数值形式。第一种是线性形式的，由Morino在[120]中提出，具体要

求为毗邻随边的尾涡面元上的偶极子强度等于随边处吸力面和压力面面元上的偶极子

强度之差，即

µW,i = µ+
B,i − µ

−
B,i, i = 1, . . . , NR (2-13)

式中，µ+
B,i 和 µ−B,i 分别为径向第 i层面元随边处吸力面和压力面面元上的偶极子强度，

µW,i 是该处泄出的尾涡面元上的偶极子强度。第二种库塔条件的形式是非线性的，经

常被称为压力库塔条件，其具体要求为在随边处，压力面和吸力面的压强相等，即

∆pi = p+i − p−i = 0, i = 1, . . . , NR. (2-14)
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压力库塔条件所得结果更加接近物理实际，但传统的压力库塔条件数值实现过程非常

耗时，本文提出一种快速压力库塔条件实现算法，将在2.2节进行详细讨论。

（3）水动力性能计算

确定了桨叶（固体）表面面元的偶极子强度后，便可得到桨叶表面的扰动速度势

以及速度，据此计算桨叶表面的压强分布和螺旋桨的水动力性能。

桨叶表面的压强可根据伯努利方程求得，即：

p = p∞ +
1

2
ρ
(
u2
∞ − u2

tot

)
− ρ∂φ

∂t
(2-15)

式中 ρ、p、utot 和 φ分布表示当地的流体密度、压强、相对于螺旋桨的流体速度和扰

动速度势，p∞ 和 u∞ 分别表示未受扰动的流场中的压强和相对速度。桨叶表面的扰动

速度势等于当地偶极子强度的相反数。

总的流场速度为未受扰动速度和扰动速度之和，扰动速度等于扰动速度势的梯度。

由于固体表面相对速度的法向分量为零，可直接计算扰动速度势在固体表面上的梯度

得到切向的扰动速度，与未受扰动的切向速度相加后即为总的流场速度，即

utot = uind,t + u∞,t = ∇sφ+ u∞,t (2-16)

式中，uind,t和 u∞,t分别是对应速度的切向分量，∇s表示固体表面上的梯度。

在计算 ∇sφ时，根据当前面元与临近面元的控制点的位置，确定两条弧线（用三

个点确定一个二阶弧线） s1与 s2，如图2-2所示。然后以弧线长度为自变量，用二阶数

值微分方法求得每个弧线上扰动速度势 φ的导数，即 φ在当前面元控制点处的沿弧线

切线方向的方向导数。分别用 φs1 和 φs2 表示上述的两个方向导数，以 es1 和 es2 表示

两个弧线在控制点处的切线方向。为求解表面上的全导数，需知道一对相互垂直的方

向上的方向导数，取一对相互垂直的方向 ex和 ey，并令 ex和 es1重合，如图2-2所示。

则在 ex和 ey 方向上的扰动速度势的导数为[41]:

φx =
∂φ

∂x
= φs1 (2-17)

φy =
∂φ

∂y
=
φs2 − (ex · es1)φs1

ey · es2
(2-18)

然后，可依据下式求得扰动速度的切向分量:

uind,t = φxex + φyey. (2-19)

面元上所受的粘性摩擦力根据摩擦系数进行计算，即

Ff = 0.5ρSpCf |utot|utot (2-20)

式中 Sp为面元的面积，Cf 为局部摩擦系数，由经验公式求得，即[121]

Cf = (log10 Re− 0.65)−2.3 (2-21)
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1 /s xe e
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图 2-2 表面导数求解中的坐标系

式中 Re为面元上的局部雷诺数。

（4）尾涡对齐算法

尾涡面的正确位置直接影响到流场的正确描述。由于泄出涡随流体运动，尾涡面

应与局部流场速度方向相切。尾涡对齐算法就是指求得满足上述局部相切条件的尾涡

面位置的迭代过程。在尾涡对齐迭代的每一步中，都依据当前步的尾涡面位置，求解

有关偶极子强度的方程组，并计算螺旋桨的水动力性能。然后使用所得偶极子强度计

算尾涡面元上的流场速度，并根据特定算法更新尾涡面位置。如此重复，直到尾涡面

位置或者水动力性能达到收敛。

尾涡面须满足的条件可表示为：

dx

dt
= utot(x) (2-22)

式中 x表示尾涡面上任意一点的位置，utot(x)表示该点处总的流场速度。

对式（2-22）使用尾涡面元节点进行数值离散，即可得到非定常的尾涡对齐算法。

应用向前欧拉公式，可以得到

xn+1
i+1 = xni + utot(x

n
i )∆t (2-23)

式中 xi 表示随边后方第 i列的尾涡节点，上标 n和 n + 1表示迭代步数，∆t表示时间

步长。

对式（2-23）进行略微的改动，可以得到

xn+1
i+1 = xn+1

i + utot(x
n
i )∆t, (2-24)

依据此式，可得到一种新的适用于定常计算的尾涡对齐算法，可称其为位移累积方法

（Displacement Accumulation Method，DAM）。数值计算结果显示，在敞水性能的计算

中，非定常的尾涡对齐算法往往需要上百步才能收敛，而位移累积方法可在20步以内

收敛，使得计算效率得到显著提升，所以，在本文有关敞水性能的计算中，均采用位

移累积方法，而对船后螺旋桨性能的计算中，使用非定常的尾涡对齐算法。
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尾涡对齐过程中，在计算流场速度时，须使用速度光滑模型对涡线段产生的诱导

速度进行去奇异化，已有文献中均使用常值速度光滑参数，对尾涡面元位置的预测精

度具有一定影响。针对此，本文提出一种自适应可变速度光滑参数模型，将在2.3节进

行详细讨论。

2.2 快速压力库塔条件实现算法

压力库塔条件的要求是随边处的吸力面和压力面压力差为零，其实现过程是通过

牛顿迭代求解满足条件的尾涡面元偶极子强度。迭代过程中，计算时间主要消耗在两

方面，一是雅可比矩阵的计算，二是每一步中由尾涡面元偶极子强度更新桨叶表面偶

极子强度的计算。传统的压力库塔条件实现算法中，使用差商近似法计算雅可比矩阵，

通过解线性方程组更新桨叶表面偶极子强度，都很耗费时间。

本节首先介绍压力库塔条件的迭代实现方法，然后分别提出雅可比矩阵的解析求

解方法和更新桨叶表面偶极子强度的偶极子增量法，结合二者得到快速压力库塔条件

实现算法，最后通过实例分析验证所提算法的高效性。

2.2.1 压力库塔条件的迭代实现方法

由 Morino提出的线性库塔条件会导致随边处的吸力面和压力面压强不相等，应用

压力库塔条件则可以得到更加符合实际情况的结果。压力库塔条件要求在随边处的吸

力面和压力面压强相等，即

∆pi = p+i − p−i = 0, i = 1, . . . , NR. (2-14)

由于压强和偶极子强度之间的关系是非线性的，方程（2-10）和方程（2-14）构成的方

程组也是非线性的，一般使用牛顿迭代进行求解[39, 50]。

若将式（2-10）中的尾涡面偶极子强度向量 µW 分为已知量 µwake,known 和未知量

µwake，并将二者对应的诱导速度势影响系数矩阵分别记为 Cwake,known 和 Cwake，则面

元法的基本方程组可表示为

AµB + Cwakeµwake + Cwake,knowµwake,known +Bσ = 0 (2-25)

式中 A = CB + I，其他符号的含义同式（2-10）。

将式（2-25）中的已知量移到等式右侧并合并为 R1，则式（2-25）可简化为：

AµB = −Cwakeµwake +R1. (2-26)

根据上式，可以将桨叶表面偶极子强度 µB 看作未知尾涡面偶极子强度 µwake 的函数，

桨叶表面的压强由 µB 确定，结合式（2-14），可将随边处压强差 ∆pi 看作 µwake 的函

数。所以，可以将非线性库塔条件方程组的求解问题，看作一个非线性多维函数求根

的问题。这种问题可使用牛顿迭代算法进行求解，具体过程为：

µ
(k+1)
wake = µ

(k)
wake −

[
J (k)

]−1
∆p(k) (2-27)
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式中，k 表示迭代步数，J (k) 表示雅可比矩阵，∆p(k) 表示对应于当前解 µ
(k)
wake 的随边

处压强差。偶极子强度的初始值µ
(0)
B 和 µ

(0)
wake通过线性库塔条件求得。

雅可比矩阵中的元素的定义为：

J
(k)
i,j =

∂∆p
(k)
i

∂µ
(k)
wake,j

. (2-28)

在传统方法中，雅可比矩阵的元素是通过数值差商进行近似的，即：

J
(k)
i,j =

∆pβ,ji −∆p
(k)
i

µβ,jwake,j − µ
(k)
wake,j

(2-29)

式中 ∆p
(k)
i 和 ∆pβ,ji 分别对应于 µ

(k)
wake 和 µβ,jwake，µ

β,j
wake 是通过对 µ

(k)
wake 的第 j 项进行扰

动得到的向量，其定义为：

µβ,jwake,j = (1− β)µ
(k)
wake,j

µβ,jwake,l = µ
(k)
wake,l 当 l 6= j 时. (2-30)

式中 β 一般取值为 0.01。

上述的雅可比矩阵的差商近似方法需要对每个 j 对应的 µβ,jwake 进行一次方程组（2-

26）的求解。也就是说，计算一次雅可比矩阵需要求解 NR次方程组，非常耗时。所以

在实际计算中，多使用修正的牛顿迭代算法[39, 50]，即只计算第一步中的雅可比矩阵

J (0)，后续的迭代中使用 J (0) 来近似 J (k)。文献[41]中则进一步减少雅可比矩阵的计算

次数，只在前三步的尾涡对齐中计算雅可比矩阵，之后都使用第三步中所得的雅可比

矩阵。上述方法在减少雅可比矩阵计算次数的同时，也影响到了牛顿迭代的收敛速度

甚至收敛性。本文提出一种求解雅可比矩阵的解析方法，在提高雅可比矩阵的计算精

度的同时，可使得雅可比矩阵的计算时间降低5个量级，解决了雅可比矩阵计算次数和

收敛速度之间的矛盾。下面对该解析方法进行描述，出于简洁考虑，下面描述中的符

号表示省略了迭代步数 k。

2.2.2 压力库塔条件中雅可比矩阵的解析求解方法

对式（2-28）中的导数进行展开，雅可比矩阵的元素可表示为：

Ji,j =
∂(p+i − p−i )

∂µwake,j

=
∂p+i

∂µwake,j
− ∂p−i
∂µwake,j

. (2-31)

所以，只要能够计算出桨叶表面压力对尾涡面元偶极子强度 µwake的导数，就可以得到

雅可比矩阵。
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根据链式求导法则，可以得到

∂p

∂µwake,j
=

NB∑
l=1

∂p

∂µB,l

∂µB,l
∂µwake,j

=

NB∑
l=1

[
∂p

∂u2
tot

3∑
m=1

(
∂u2

tot

∂uind,t,m

∂uind,t,m
∂µB,l

)
+

∂p

∂φt

∂φt
∂µB,l

]
∂µB,l
∂µwake,j

(2-32)

式中，p 表示桨叶表面的压强，uind,t,m 表示切向诱导速度的第 m 个分量，φt 表示扰

动速度势的时间导数。需要指出的是，虽然没有上下标来标识，但式（2-32）中的 p、

utot、vind,m和 φt对应于同一个面元。下面，对式（2-32）中的各项进行逐项的推导。

（1）导数 ∂µB,l
∂µwake,j

的推导

式（2-26）可改写为：

µbody = −A−1Cwakeµwake + A−1R1. (2-33)

因为 R1与 µwake无关，可以得到：

∂µB
∂µwake

= Jµ = −A−1Cwake. (2-34)

∂µB,l
∂µwake,j

= Jµl,j. (2-35)

式中，Jµ 是定义为式（2-34）的新引入的雅可比矩阵，注意与牛顿迭代中的雅可比矩

阵 J (k)进行区分。

系数矩阵 A只和桨叶表面面元的位置有关，在刚体的计算过程中保持不变，所以

A−1 在一个算例中只需要计算一次。Cwake 依赖于尾涡面元和桨叶表面面元的位置，在

线性库塔条件的实施中已经得到，并不需要额外的计算时间。综上，对 Jµ 的计算只需

要一次矩阵乘法。

（2）导数 ∂p
∂u2

tot
、 ∂p

∂φt
和 ∂φt

∂µB,l
的推导

在2.1节中提到，桨叶表面的压强根据下面的伯努利方程计算

p = p∞ +
1

2
ρ
(
u2
∞ − u2

tot

)
− ρ∂φ

∂t
. (2-15)

根据此式，可以得到：
∂p

∂u2
tot

= −0.5ρ (2-36)

和
∂p

∂φt
= −ρ. (2-37)

导数项 ∂φt
∂µB,l

依赖于所采用的计算时间导数的数值微分公式。以四阶向后微分公式

为例[122]，微分公式为：

φt =
25

12
φ(t)− 48

12
φ(t−∆t) +

36

12
φ(t− 2∆t)− 16

12
φ(t− 3∆t) +

3

12
φ(t− 4∆t) (2-38)
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考虑到桨叶表面的偶极子强度和扰动速度势互成相反数，可以得到

∂φi,t
∂µB,i

= − 25

12∆t
(2-39)

∂φi,t
∂µB,l

= 0 当 i 6= l 时. (2-40)

式中，φi,t是编号为 i的桨叶表面面元上的扰动速度势的时间导数。

（3）导数 ∂u2
tot

∂uind,t,m
的推导

对式（2-16）两边同时取平方可以得到

u2
tot =

3∑
m=1

(uind,t,m + u∞,t,m)2. (2-41)

考虑到式中的六个速度分量 uind,t,m和 u∞,t,m相互独立，可以得到：

∂u2
tot

∂uind,t,m
= 2(uind,t,m + u∞,t,m) = 2utot,m. (2-42)

每次计算桨叶表面压强时，总速度 utot都会被计算。所以，导数项
∂u2

tot

∂uind,t,m
的计算

并不需要额外的计算时间。

（4）导数 ∂uind,t,m
∂µB,l

的推导

导数项
∂uind,t,m
∂µB,l

依赖于桨叶表面速度势梯度的计算方法，这里以2.1节中介绍的方法

为例进行推导。

由式（2-17）、（2-18）和（2-19）可以得到：

∂uind,t,m
∂µB,l

=

(
∂uind,t,m
∂φx

∂φx
∂φs1

+
∂uind,t,m
∂φy

∂φy
∂φs1

)
∂φs1
∂φl

∂φl
∂µB,l

+

(
∂uind,t,m
∂φx

∂φx
∂φs2

+
∂uind,t,m
∂φy

∂φy
∂φs2

)
∂φs2
∂φl

∂φl
∂µB,l

=−
(
ex,m − ey,m

ex · es1
ey · es1

)
∂φs1
∂φl
−
(

ey,m
ey · es1

)
∂φs2
∂φl

(2-43)

式中 φl 表示编号为 l的面元上的扰动速度势。导数项 ∂φs1
∂φl
和 ∂φs2

∂φl
可以由采用的数值微

分方法得到，结果依赖于面元间的相互位置。

至此，式（2-32）中的每一项都已确定，雅可比矩阵可以通过上述的结果进行计

算。

2.2.3 更新桨叶表面偶极子强度的偶极子增量法

本部分介绍一种在压力库塔条件迭代过程中，由新的尾涡面偶极子强度 µ
(k+1)
wake 确

定桨叶表面偶极子强度µ
(k+1)
B 的新方法，称为偶极子增量法（Dipole Increment Method)。

该方法可避免在每一步更新 µB 时对方程组（2-26）的求解。

在两个连续的迭代步中，式（2-33）可表示为：

µ
(k)
B = −A−1Cwakeµ(k)

wake + C−1B R1 (2-44)
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和

µ
(k+1)
B = −A−1Cwakeµ(k+1)

wake + C−1B R1. (2-45)

将以上两式相减，可以得到：

µ
(k+1)
B − µ(k)

B = −A−1Cwake(µ(k+1)
wake − µ

(k)
wake). (2-46)

定义尾涡面元上的偶极子强度增量为：

∆µ
(k)
wake = µ

(k+1)
wake − µ

(k)
wake, (2-47)

可以将式（2-46）改写为：

µ
(k+1)
B = µ

(k)
B + Jµ∆µ

(k)
wake (2-48)

式中 Jµ的定义参见式（2-34），其并不依赖于迭代步数 k。以上描述的方法即称为偶极

子增量法。由于减少了一次方程组的求解，偶极子增量法可以进一步减少实施压力库

塔条件所需要的计算时间。

2.2.4 实例分析

本小节首先进行雅可比矩阵的实例计算，验证雅可比矩阵解析求解方法的高效性；

然后分别通过螺旋桨敞水分析实例和船后螺旋桨分析实例，验证了快速压力库塔条件

实现算法在不同计算情况下的高效性。

2.2.4.1 雅可比矩阵计算实例

本节以P4119螺旋桨在设计点处（J = 0.833）的工况为例，分析传统差商近似法和

解析方法在计算雅可比矩阵时的精度和效率。P4119螺旋桨是美国大卫船模水池设计的

一款无侧斜三叶模型桨，文献[123]中给出了其几何描述和实验测试结果。

在桨叶的弦向和径向分别布置60和25个面元，考虑两圈尾涡，旋转步长角度设定

为 6◦。此外，桨叶表面网格进行正交化处理，以减少梢部面元的扭曲，提高计算精

度[51, 124]。桨叶和尾涡面上的面元分布如图2-3所示，网格无关性研究将在2.4节给

出。

在计算开始时，根据未受扰动的相对来流速度对尾涡面的位置进行初始化。基于

初始尾涡面位置和由线性库塔条件得到的偶极子强度初始值，分别使用传统差商近似

法和解析方法对雅可比矩阵进行计算。所得雅可比矩阵的相对误差随传统差商近似法

中参数 β 的变化如图2-4所示，其中相对误差定义为：

Er =
‖Jβ − J0‖2
‖J0‖2

(2-49)

式中，Jβ 和 J0 分别表示差商近似法和解析方法得到的雅可比矩阵。从图中可以看出，

当 β 的绝对值减小时，传统差商近似法所得的雅可比矩阵逐渐靠近解析方法所得的结

果。可以认为，解析方法所得的矩阵就是在 β 趋于零时，传统方法所得矩阵的极限值。

所以，解析方法得到的雅可比矩阵总是比传统差商近似法所得的更加精确。
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图 2-3 P4119螺旋桨桨叶与尾涡面上的面元
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图 2-4 雅可比矩阵之间的相对误差
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图 2-5 雅可比矩阵计算时间随径向网格数量的变化

图2-5中给出了两种方法计算一次雅可比矩阵所消耗的时间随弦向面元数量的变

化。不考虑矩阵 Jµ 的计算时，解析方法消耗的时间要比传统差商近似法低 5 个量级，
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包括矩阵 Jµ 的计算时，计算时间低 2个量级。然而在每个时间步的压力库塔条件迭代

中，矩阵 Jµ 是不变的，只需要计算一次，并非在每次雅可比矩阵的计算中都要重新计

算。此外，从图中还可看出，随着径向面元数的增加，由于雅可比矩阵元素个数同时

增加，两种方法消耗的计算时间都会增加。然而，解析方法计算时间的增加是线性的，

传统差商近似法计算时间的增加大约是三次方的。作为结论，本文提出的雅可比矩阵

的解析求解方法可使计算时间大幅降低。

2.2.4.2 螺旋桨敞水分析实例

为了描述的简便，使用以下术语：

外部迭代：面元法中的尾涡对齐迭代；

内部迭代：压力库塔条件实现过程中的牛顿迭代；

传统算法A：在每一步的内部迭代中均使用传统差商近似法计算雅可比矩阵的算

法；

传统算法B：只在内部迭代的第一步中使用传统差商近似法计算雅可比矩阵的算

法，对应于修正的牛顿迭代算法；

传统算法C：只在前三步的外部迭代的第一步内部迭代中使用传统差商近似法计算

雅可比矩阵的算法。三步外部迭代以后的雅可比矩阵均使用第三步计算所得的雅可比

矩阵来近似；

新算法A：在每一步的内部迭代中均使用解析方法计算雅可比矩阵的算法；

新算法B：以新算法A为基础，并使用偶极子增量法更新桨叶表面偶极子强度的算

法。

表2-1中列出了上述各种算法的直观对比。在本文中，当随边处最大压力差小于1Pa时，

即认为牛顿迭代完成了收敛。

表 2-1 压力库塔条件实现过程中各种算法的对比

算法名称
雅可比矩阵

计算方法

内部迭代中雅可比

矩阵计算时机

外部迭代中雅可比

矩阵计算时机

是否使用

偶极子增量法

传统算法A 传统差商近似法 每步 每步 否

传统算法B 传统差商近似法 第一步 每步 否

传统算法C 传统差商近似法 第一步 前三步 否

新算法A 本文解析法 每步 每步 否

新算法B 本文解析法 每步 每步 是

（1）设计点工况

本处仍以 P4119螺旋桨为例，分析对比表2-1中所列的各种算法。面元分布和具体

设置同2.2.4.1节。

图2-6中给出了第一步外部迭代中不同算法产生的压力差收敛过程。传统算法B中，

只在第一个内部迭代步中对雅可比矩阵进行计算，导致其收敛速度慢于其他算法。传
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统算法A和新算法A的收敛速度基本一致，说明使用传统差商近似法和解析方法计算

雅可比矩阵，对收敛速度的影响并不明显。图2-7中给出了每个内部迭代步所消耗的

计算时间。由于传统的雅可比矩阵计算方法效率低下，传统算法A的每一步和传统算

法B的第一步都特别耗时（大于5秒）。相比之下，新算法需要的计算时间要少的多。

新算法A中每一个迭代步大约需要0.21秒的时间，而新算法B中每一步需要的时间小

于0.001秒（第一步除外，第一步中需计算 Jµ）。因此，可以得出以下结论：新算法

要比传统算法更加高效，且新算法B是四种算法中最高效的算法。
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图 2-6 第一步外部迭代中不同算法产生的压力差收敛过程
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图 2-7 不同算法的内部迭代步消耗的计算时间

整个计算过程中，每个外部迭代步中的内部迭代步数和平均内部迭代步时间分别

如图 2-8和 2-9所示。可以看出，传统算法A和新算法A、B总是需要相同的内部迭代步

数，且总是小于传统算法B、C所需要的内部迭代步数。然而，传统算法A的平均内部

迭代步时间要远大于别的算法。新算法B的平均内部迭代步时间是最短的。综合以上两

方面，新算法B是所有算法中表现最佳的算法。

不同算法的总计算时间如图 2-10所示。正如预期，新算法B需要最少的计算时间，

甚至在图中都难以辨认压力库塔条件导致的附加计算时间。使用新算法B实现的压力库

32



第 2章 基于压力库塔条件和可变速度光滑参数模型的面元法研究

1 2 3 4 5 6 7 8 9
3

4

5

6

7

外部迭代步数

内
部

迭
代

总
步

数

 

 

传统算法A

传统算法B

传统算法C

新算法A&B

图 2-8 每个外部迭代步中不同算法所需的内部迭代步数
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图 2-9 每个外部迭代步中不同算法所需的平均内部迭代步时间
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图 2-10 P4119螺旋桨设计点工况下的敞水分析所用总计算时间（附加时间为压力库塔条件所消耗

的计算时间，基础时间为面元法中其他计算所消耗的时间）

塔条件面元法计算，只比线性库塔条件面元法计算多使用1.3%的计算时间，与流行的

传统算法B相比，节约了大约80%的计算时间。
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根据以上分析，传统算法A在收敛速度方面和新算法A、B基本一致，然而需要更

多的计算时间。所以，后面的分析中不再考虑传统算法A和新算法的比较。

（2）低进速比重载工况

本处以KP505螺旋桨为例。 KP505螺旋桨是为集装箱船KCS设计的一款5叶中侧斜

螺旋桨，其侧斜角为32◦，设计点为 J = 0.7，其他基本参数见[125]。本小节使用不同

算法对两个重载工况下（J=0.4 和 0.3）的KP505螺旋桨进行了分析。桨叶弦向和径向

面元数量分别为60和25，两周尾涡被模拟，旋转角度增量为6◦。叶片上的面元布置如

图2-11所示。

图 2-11 KP505螺旋桨桨叶表面面元

0 2 4 6 8 10 12
0

10

20

30

40

50

60

外部迭代步数

内
部
迭
代
总
步
数

 

 

传统算法B

传统算法C

新算法A&B

图 2-12 KP505螺旋桨J = 0.4工况下，每个外部迭代步中不同算法所需的内部迭代步数

在J = 0.4工况下，不同算法所需内部迭代步数变化如图2-12所示。可以看出，在

重载情况下，传统算法B和传统算法C需要更多的内部迭代步数来达到收敛。这导致总

的计算时间大幅上升，如图2-13所示。同时可以观察到，即使在该重载工况下，新算法
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仍能在4步之内收敛，新算法B对应的压力库塔条件附加计算时间仅仅为基础计算时间

的2%。

为了得到传统算法收敛速度慢的原因，将传统算法B中使用的雅可比矩阵与由解析

方法所得的精确雅可比矩阵进行对比。第三步外部迭代中每一步内部迭代中的雅可比

矩阵相对误差如图2-14所示。第一步过后，相对误差增长到40%以上。作为对比，若使

用传统算法A，雅可比矩阵的相对误差一直保持在1.5%以内，如图2-15所示。这导致传

统算法A只需4步便能收敛，而传统算法B却需要31步。作为结论，在重载工况下，不同

内部迭代步间的雅可比矩阵变化是不能忽略的，使用第一步所得结果来近似其他步中

的雅可比矩阵会降低压力库塔条件的收敛速度。
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图 2-13 KP505螺旋桨J = 0.4工况下的敞水分析所用总计算时间（附加时间为压力库塔条件所消耗

的计算时间，基础时间为面元法中其他计算所消耗的时间）
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图 2-14 使用传统算法B时，第三步外部迭代中的雅可比矩阵相对误差变化

对于J = 0.3工况下的模拟，传统算法B并不能够达到收敛，而新算法始终在4步之

内达到收敛。图2-16给出了使用传统算法B时，第一外部迭代步中最大压力差和雅可比

矩阵相对误差的变化。图2-17则给出了使用传统算法A时上述变量的变化。可以看出，

使用传统算法B时，内部迭代过程在第三步开始发散，原因是雅可比矩阵的相对误差达
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图 2-15 使用传统算法A时，第三步外部迭代中的雅可比矩阵相对误差变化

到500%以上，此种情况下的雅可比矩阵很可能给出错误的甚至相反的变量变化方向。
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图 2-16 KP505螺旋桨J = 0.3工况下，使用传统算法B时的第一步外部迭代中：（a）最大压力差变

化，（b）雅可比矩阵相对误差变化
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图 2-17 KP505螺旋桨J = 0.3工况下，使用传统算法A时的第一步外部迭代中：（a）最大压力差变

化，（b）雅可比矩阵相对误差变化

2.2.4.3 船后螺旋桨分析实例

本部分使用不同算法对工作于船后伴流场的KP505螺旋桨进行非定常分析，工况选

为J = 0.7。桨叶上弦向和径向的面元数量分别为40和15，两周尾涡被模拟，旋转角度

增量为6◦。桨叶上的面元布置如图2-18所示，实效伴流场分布如图2-19所示。

首先，采用同时模拟所有叶片的全通道模拟方法。因为面元数量多，求解一次桨

叶表面面元偶极子强度更加耗时，使用传统差商近似法计算一次雅可比矩阵需要100多

36



第 2章 基于压力库塔条件和可变速度光滑参数模型的面元法研究

1号桨叶

图 2-18 船后KP505螺旋桨分析中的桨叶表面面元
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图 2-19 船后螺旋桨分析的实效伴流场

秒，而使用线性库塔条件时每个外部迭代步只需7秒左右的时间。所以，在该情况下使

用传统差商近似法是不切实际的。使用本章提出的解析方法，计算一次雅可比矩阵耗

时小于0.01秒，使得在非稳态分析中使用压力库塔条件的时间代价可以忽略。分别使用

新算法B和线性库塔条件方法进行船后KP505螺旋桨的非定常分析，计算显示，内部迭

代总能在4步之内收敛，使用新算法B时的总计算时间只比使用线性库塔条件的总计算

时间多0.1%左右。图2-20给出了计算所得的某单个叶片（图2-18所示的一号桨叶）的推

力系数变化。两种方法所得结果的峰值误差在5%左右。图2-20中可以观察到，在峰值

之后，推力系数总有一次波动，其对应于桨叶随边经过0◦附近的减速尾流区域的时刻。

波动是由轴向速度以及尾涡面位置的突变引起的。

除此之外，采用关键桨叶技术（或单通道模拟方法）对船后KP505螺旋桨进行非

定常分析，即在模拟中只求解某单一桨叶上的未知量，认为其他桨叶表面的偶极子

强度与该桨叶处于相同位置时的值相同。关键桨叶技术降低了方程组的尺度，使得使
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图 2-20 单一桨叶上的推力系数变化
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图 2-21 船后螺旋桨分析中的内部迭代步数变化
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图 2-22 船后螺旋桨分析中的外部迭代步所消耗时间

用传统差商近似法计算雅可比矩阵的时间可以被接受。分别使用传统算法B、C和新

算法B进行基于压力库塔条件的非定常分析，为了节约计算时间，本算例中的传统算

法B、C中使用了偶极子增量法。图2-21中给出了每个时间步所需的内部迭代步数。新

算法B总是需要更少的步数就能达到收敛。图2-22中给出了每个时间步所消耗的计算时
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间。传统算法C和新算法B所需的时间都明显小于传统算法B所需时间，而传统算法C和

新算法B所需时间之间的差距非常小。本算例中，新算法B所导致的附加计算时间仅为

基础时间的0.1%。

基于上述分析，可以得出以下结论：结合了雅可比矩阵解析求解方法和偶极子增

量法的新算法B，收敛速度最快，所需计算时间最少。

2.3 自适应可变速度光滑参数模型

如2.1节所述，在进行尾涡对齐时，需要使用到尾涡面元节点上的流场速度，其中

包括尾涡面元自身诱导产生的速度。

而低阶偶极子面元的诱导速度，等价于面元边界所表示的涡线段的诱导速度[126,

118]，而涡线段的诱导速度具有奇异性，使得直接计算所得的流场速度存在不连续性，

这将导致不稳定的尾涡对齐过程和混乱无规律的尾涡面形状。使用速度光滑模型（或

去奇异模型）对涡线段的诱导速度进行去奇异化，可使得所得速度场光滑连续。

依据比奥-萨伐尔定律，一段强度为Γ的三维涡线段
−−−→
P1P2在场点（collocation point）

Pcol处的诱导速度为

v =
Γ

4π

R1 ×R2

|R1 ×R2|2
R0 ·

(
R1

|R2|
− R2

|R2|

)
(2-50)

式中R0 = P2 − P1,R1 = Pcol − P1,R2 = Pcol − P2。对式（2-50）进行去奇异化，得

到以下的速度光滑模型：

v =
Γ

4π

R1 ×R2

|R1 ×R2|2
R0 ·

(
R1

|R2|
− R2

|R2|

)
(1− e−

r2

δ2 ) (2-51)

式中 r 是场点与涡线段间的距离，δ为速度光滑参数。图2-23给出了强度和长度均为 1

的涡线段，在使用不同速度光滑参数时所诱导产生的速度场。速度光滑模型避免了涡

线段附近的诱导速度趋于无穷大，越大的速度光滑参数影响的范围越广，产生的速度

场越光滑。

切
向
诱
导
速
度
大
小

距离

图 2-23 涡线段在其中垂面上诱导产生的速度分布（δ = 0表示未使用速度光滑模型）
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为了研究速度光滑模型对整个速度场的影响，假设二维平面中存在一段椭圆涡分

布，并使用五个具有单位长度的低阶二维面元对其进行离散，如图2-24所示。在面元上

方距离面元0.1的一条直线上计算诱导产生的速度场，直线位置和计算所得的速度分布

如图2-25所示。可以看出，所得速度场具有很强的波动性。在螺旋桨的梢涡区域，尾涡

面元彼此接近的情况经常发生，速度场的波动将使得尾涡对齐过程不稳定。采用速度

光滑模型后，所得速度场分布如图2-26所示，图中同时给出了速度场分布的精确解。可

以看出，具有合适光滑参数的速度光滑模型消除了速度场的波动性，但同时也低估了

诱导速度的大小。当速度光滑参数过小时，速度场的波动并不能有效的被抑制；当速

度光滑参数过大时，诱导速度的大小将进一步被低估。

涡
强

位置

分段线性近似

椭圆分布

面元和节点

图 2-24 二维平面上的椭圆涡分布以及相应的低阶面元近似
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图 2-25 面元和场点的相对位置，以及直接计算得到的场点处的速度大小

在传统的螺旋桨尾涡对齐及流场分析中，速度光滑参数是一个常数，且一般根据

尝试性的数值试验来确定。使用不同的速度光滑参数，对工作于设计点处的KP505螺

旋桨进行定常的敞水分析，计算中相邻两步的尾涡面元节点位置变化小于螺旋桨直径

的1%时，认为计算达到收敛。计算所得结果见表2-2。小的δ值导致了较慢的收敛速度

和较大的推力系数KT和扭矩系数KQ。当δ/D大于0.06时，收敛速度不再随δ变化，而计

算所得的推力和扭矩仍随δ的增大而减小。因此，在螺旋桨的流场分析和水动力计算中，
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图 2-26 使用不同速度光滑参数得到的速度大小分布

表 2-2 使用不同速度光滑参数得到的KP505螺旋桨设计点工况下的敞水性能与收敛速度

δ/D KT 10KQ 收敛步数

0.03 0.18499 0.32653 48

0.04 0.18494 0.32650 17

0.05 0.18488 0.32642 10

0.06 0.18482 0.32635 7

0.07 0.18474 0.32626 7

0.08 0.18466 0.32616 7

随意选取速度光滑参数是不可取的。此外，对于不同的螺旋桨以及不同的工况，最佳

的速度光滑参数取值往往是不同的。所以，研究一种自适应确定速度光滑参数的方法

是很有必要的。

对于常数值的速度光滑参数还存在另一个问题，即螺旋桨尾涡的不同部分需要不

同的δ值。在接近桨叶的上游区域，需要较小的δ值来预测梢涡卷曲；而在远离桨叶的下

游区域，随着面元尺寸的增大，需要较大的δ值来消除速度场中的波动性。基于以上观

察，本文提出一种可变速度光滑参数模型，并使用自适应的方法确定模型中参数的大

小。

2.3.1 可变速度光滑参数模型

由于螺旋桨尾涡的不同部分需要不同的δ值，本小节通过将速度光滑参数与尾涡中

涡线段的年龄（即其离开桨叶后所经历的时间）建立联系，提出一种可变速度光滑模

型。通过量纲分析，速度光滑参数可表示如下

δ = kδD
1−nδ(vtipt)

nδ 其中 0 ≤ nδ ≤ 1 (2-52)

式中 vtip是叶梢的总速度，t是尾涡中涡线段的年龄，nδ和 kδ是待定的参数。通过观察

速度光滑模型的公式（2-51）可以发现，速度光滑参数 δ 和涡核半径具有相似的作用，

而理论分析[127]和实验研究[128]都表明涡核半径是和涡年龄的平方根成正比的。据此，
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选定 nδ 为 0.5，式（2-52）简化为

δ = kδ
√
Dvtipt. (2-53)

2.3.2 可变速度光滑参数的自适应计算

本小节介绍一种根据螺旋桨工况自适应确定式（2-53）中系数 kδ 的方法。式（2-

53）中的系数 kδ 决定了速度光滑参数的大小，所以 kδ 值会以与 δ 相似的方式影响收

敛速度以及计算所得的尾涡形态和水动力性能。采用不同的 kδ 值，对工作于设计点

处的KP505螺旋桨进行稳态分析，所得的推力系数和收敛所需迭代步数分别如图2-27和

图2-28所示。在图2-27所示的区间内，推力系数之间的差别较小，相对误差在0.4%以

内，并且可以观察到推力系数是随kδ的增大而线性减小的。从图2-28可以观察到，收敛

所需迭代步数随kδ的增大而减少，并且当kδ大于某一个特定的值以后（本算例中为0.05），

迭代步数基本保持恒定，不再随kδ变化。为表述方便，称恒定以后的迭代步数为最小迭

代步数（minimum step number，MSN），并称该步数的两倍和三倍分别为双倍最小步数

（double minimum step number， DMSN）和三倍最小步数（treble minimum step number，

TMSN）。图2-28中对这三种迭代步数进行了表示。
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图 2-27 KP505螺旋桨J = 0.7工况下推力系数随参数kδ的变化
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图 2-28 KP505螺旋桨J = 0.7工况下敞水分析收敛所需步数随参数kδ的变化
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对应于MSN（kδ = 0.05），DMSN（kδ = 0.037）和TMSN（kδ = 0.05）的KP505的

尾涡面形态如图2-29所示。从图中可以看出，对应于DMSN和TMSN的尾涡面之间的差

距非常小，而对应于MSN的尾涡面与上述二者具有明显的差异。因此认为，能使得收

敛步数位于DMSN和TMSN之间的kδ值以可接受的收敛速度得到了收敛的尾涡面形态，

是合适的kδ取值。

通过一些列数值试验，得到三个不同的螺旋桨（即P4119螺旋桨，KP505螺旋桨和

德国波茨坦船模水池的实验桨PPTC螺旋桨[129]）工作于不同的进速比时，分布对应

于DMSN和TMSN的kδ值，所得结果在图2-30中给出。

假设系数kδ（或由其决定的速度光滑参数 δ）与叶片上的最大附着涡强度Γmax（其

决定了最大桨叶截面载荷）有关，由量纲分析可得到以下关系

kδ = kk(
Γmax
vtipD

)nk (2-54)

式中 Γmax
vtipD

称为无量纲化的最大附着涡强度，kk和nk为待定系数。

使用上述数值试验得到的对应于 DMSN和 TMSN的 kδ 值的中间值对式（2-54）进

行最小二乘拟合，得到

kδ = 0.2642(
Γmax
vtipD

)0.5064. (2-55)

图2-30中给出了式（2-55）所描述的曲线，可以看出几乎对于每一个算例，式（2-55）

都可以给出合理的kδ值。此外，还使用美国大卫船模水池设计的72◦大侧斜模型螺旋

桨P4383[130]在各工况下的对应于DMSN和TMSN的kδ值来验证式（2-55），从2-30中可

以看出，式（2-55）计算出的结果都落在了所期望的区间内。所以式（2-55）可作为确

定可变速度光滑参数模型中系数kδ的自适应计算公式。

2.3.3 实例分析

以KP505螺旋桨为例，使用2.2.4.2节中的设置，分别使用传统常值速度光滑参数模

型和可变速度光滑参数模型计算其设计点工况下（J = 0.7）的尾涡面形态，得到的结

果如图2-31和图2-32所示。作为比较，图中同时给出了由商业RANS求解器CFX计算得

到的尾涡形态。在RANS求解中，共使用了330万六面体计算网格，采用了 SST k−ω湍
流模型，桨叶表面的 y+ 在 1左右。从图中可以看出，在距离叶片较近的上游区域，可

变速度光滑参数模型所得尾涡面形态更精确，与RANS求解结果吻合的很好，而常值速

度光滑参数模型由于采用了过大的速度光滑参数，抑制了梢涡卷曲，并使得尾涡位置

与RANS求解结果出现偏差。在远离叶片的下游区域，同样是可变速度光滑参数模型得

到的尾涡面形态更加合理，常值速度光滑参数模型中由于采用了过小的速度光滑参数，

导致梢涡处尾涡面形状杂乱无章。

综上，可以得出以下结论：可变速度光滑参数模型得到的尾涡面形态在整个流场

区域内都要比常值速度光滑参数模型所得结果更加合理。
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位置 1 位置 2

（a）两个截面位置上的尾涡面形状

位置 2

位置 1

（b）两个截面的位置

图 2-29 不同的参数kδ值得到的KP505螺旋桨尾涡面形状
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拟合结果

P4383

图 2-30 参数kδ的拟合结果（一条竖线表示一个工况，上下限分别对应于 DMSN和 TMSN，点表示

上下限的均值）

2.4 计算实例

本节应用基于快速压力库塔条件实现算法和自适应速度光滑参数模型的面元法，

分别对三个不同的螺旋桨（即PPTC，P4119和P4384螺旋桨）进行了流场分析和水动力

性能计算。首先使用三种不同密度的面元分布进行网格无关性验证，然后使用选定的

面元分布进行计算分析。

2.4.1 网格无关性研究

表2-3所列的三种网格方案被用来进行网格无关性研究，计算中模拟两周的尾涡面，
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A B

A B

图 2-31 RANS求解器和面元法所得的KP505螺旋桨尾涡形态。面元法尾涡形态由尾涡面和竖直截

面的交线表示，白线表示常值速度光滑参数模型的结果（δ = 0.04D），黑线表示可变速度光滑参数

模型的结果（δ = 0.036
√
Dvtipt）。

图 2-32 RANS求解器和面元法所得的KP505螺旋桨盘面后方0.12D处横截面上的尾涡形态。面元法

尾涡形态由尾涡面和横截面的交线表示，白线表示常值速度光滑参数模型的结果（δ = 0.04D），黑

线表示可变速度光滑参数模型的结果（δ = 0.036
√
Dvtipt）。

桨叶表面网格分布规律弦向取余弦分布，径向取多项式分布，即

si =
c

2

(
1− cos

(
2πi

Nchord

))
i = 0, ..., Nchord/2 (2-56)
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和

rj = f

(
j

NR

)
(R− rhub) + rhub

f

(
j

NR

)
= −0.9563

(
j

NR

)3

+ 1.3790

(
j

NR

)2

+ 0.5773
j

NR

j = 0, ..., NR (2-57)

式中si为弦长为c的截面上面元节点的弦向坐标，rj为第j个截面的半径，f为多项式核

函数，R和rhub分别为螺旋桨半径和轮毂半径，Nchord和NR分别为弦向和径向的面元数

量。此外，还使用求解椭圆偏微分方程的方法对桨叶表面网格进行了正交化处理。

使用不同的面元密度，对三个螺旋桨进行计算，所得结果见表2-4。可以看出，网

格2和网格3产生的结果相差已经很小（PPTC螺旋桨2%以内，其他桨1%以内），综合考

虑计算速度和计算精度，使用网格2的密度进行计算，对应的螺旋桨表面面元分布分别

如图2-3和2-33所示。

表 2-3 网格无关性研究中的网格方案

径向面元数 弦向面元数 旋转一周尾涡面元数量

网格1 15 40 40

网格2 25 60 60

网格3 35 80 90

表 2-4 不同网格密度的计算结果

PPTC（J = 1.3） P4119（J = 0.833） P4384（J = 0.889）

KT KQ η KT KQ η KT KQ η

网格1 0.2713 0.07989 70.28% 0.1434 0.02776 68.49% 0.1835 0.03876 66.98%

网格2 0.2611 0.07697 70.19% 0.1422 0.02770 68.06% 0.1895 0.03952 67.86%

网格3 0.2570 0.07576 70.20% 0.1421 0.02773 67.92% 0.1913 0.03984 67.92%

2.4.2 PPTC螺旋桨计算实例

根据确定的面元分布，使用所得面元法程序对PPTC螺旋桨进行计算，所得水动力

性能与实验的对比如图2-34所示。从图中可以看出，计算所得的效率与实验吻合的很

好，轻载情况下（J > 1.0）预测得到的推力和实验相比误差很小；而扭矩和重载情况

下的推力与实验数据差距较为明显。

扭矩的预测误差主要是由于梢部流场模拟不够精确引起的。PPTC螺旋桨是德国波

茨坦水池为了研究梢涡和梢涡空化而专门设计的螺旋桨，其梢涡负载较一般螺旋桨更

大，而螺旋桨的梢涡流场经常伴随有复杂的粘性流动，基于势流的面元法难以对其精

确模拟。由于力臂较大，梢涡压力分布误差对扭矩具有较大的影响，所以使用面元法
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（a）PPTC螺旋桨 （b）P4384螺旋桨

图 2-33 螺旋桨表面面元

预测的PPTC螺旋桨的扭矩会与实验具有明显差异。

重载情况下（即进速比J较小时），预测所得推力与实验具有较大差异的原因主要

是尾涡模拟不够精确。当进速比较小时，桨叶产生的粘性尾涡与桨叶更加接近，相互

影响更加明显，面元法中采用的无厚度无耗散的尾涡近似模型所产生的误差就会更加

显著，所以导致得到的水动力性能与实验相比发生了偏差。
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图 2-34 面元法所得PPTC螺旋桨的敞水性能与实验结果的对比

2.4.3 P4119螺旋桨计算实例

图2-35中给出了对P4119螺旋桨进行数值计算所得的水动力性能与实验数据的对

比。从图中可以看出，对于常规的螺旋桨，在设计点处和轻载情况下，计算所得的推

力和扭矩与实验数据吻合的都很好。而在重载情况下，仍有较明显的误差，其原因在

有关 PPTC螺旋桨的结果分析中已有论述，即尾涡模拟与实际不符。
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图2-36中给出了面元法得到的 P4119 螺旋桨在设计点处的表面压力分布与实验结

果的对比，图中的压力系数由所在半径截面处的当地速度进行无量纲化。从图中可以

看出，在各个截面处，面元法所得的压力分布都与实验测试吻合的很好。
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图 2-35 面元法所得P4119螺旋桨的敞水性能与实验结果的对比
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图 2-36 面元法所得的P4119螺旋桨桨叶表面压力分布与实验对比
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2.4.4 P4384螺旋桨计算实例

本小节中，使用所得面元法对具有 108◦ 侧斜角的五叶大侧斜模型螺旋桨 P4384进

行了计算。P4384 螺旋桨是美国大卫水池为了研究侧斜对螺旋桨空化性能影响而设计

的系列桨中的一个，文献[130]详细描述了其几何和水动力性能实验测试数据。计算所

得水动力性能与实验数据的对比如图2-37所示。从图中可以看出，在各种工况下，面

元法所得的水动力性能都与实验结果具有明显的差异。其原因是，作为大侧斜螺旋桨，

P4384螺旋桨相邻桨叶的导边和随边距离较近，随边处泄出的尾涡和梢涡与临近叶片的

距离很小，尾涡模拟的不精确性对叶片上的压力分布会产生很大的影响。在第5章中我

们将发现，当采用更加合适的尾涡流场模拟方法后，P4384螺旋桨的水动力性能计算精

度将得到显著的提升。
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图 2-37 面元法所得P4384螺旋桨的水动力性能与实验结果的对比

2.5 本章小结

本章针对面元法，提出了快速压力库塔条件实现算法和自适应可变速度光滑参数

模型。相比于传统方法，快速压力库塔条件实现算法中雅各比矩阵的计算时间降低

了5个量级，使得面元法的计算效率得到了大幅提升。自适应可变速度光滑参数模型

中使得速度光滑参数的取值在上下游均合适，且建立了速度光滑参数取值和螺旋桨工

况之间的关系，提高了面元法预测尾涡面位置的精确性。

本章提出的面元法将被使用在第4章和第5章的面元-涡粒子耦合算法中，所提出的

快速压力库塔条件实现算法和可变速度光滑参数模型，因为提高了面元法的计算效率

和尾涡面元偶极子强度及位置的精度，有利于提高整个耦合算法的计算效率与计算精

度。

49



西北工业大学博士学位论文

第第第 3章章章 基基基于于于不不不同同同亚亚亚格格格子子子耗耗耗散散散模模模型型型的的的涡涡涡粒粒粒子子子法法法研研研究究究

涡粒子法的空间解析尺度由涡核半径决定，涡核半径一般稍大于涡粒子间的距离，

由于涡粒子法的计算耗时会随涡粒子间距的减小而急剧增大，所以一般的工程分析

中，涡粒子的间距很难达到可以对湍流进行直接模拟的尺度，这就需要使用大涡模拟

的概念，引入亚格子耗散模型。当前，涡粒子法中存在两种亚格子耗散模型，分别是

Smagorinsky-Lilly亚格子耗散模型和 Cottet人工涡粘模型，而现有文献中缺少相关的对

比研究。基于这种情况，本章首先讨论涡粒子法和亚格子耗散模型的基础理论；然后

分别使用Smagorinsky-Lilly亚格子耗散模型和 Cottet人工涡粘模型模拟了不同的涡环碰

撞过程，根据所得结果分析了两种模型的优缺点，为面元-涡粒子耦合算法中亚格子耗

散模型的选择提供了依据。

3.1 涡粒子法基础理论

涡粒子法来源于对涡量输运方程的离散。涡量输运方程是纳维-斯托克斯方程对于

不可压流体的另一种表现形式（即速度-涡量形式）。不可压牛顿流体的纳维-斯托克斯

方程为：

ρ
∂u

∂t
+ ρu · ∇u = −∇P + µ∆u (3-1)

式中，ρ为流体密度，u为流体速度，t表示时间，P 表示压强，µ表示流体的动力粘

性系数。根据涡量的定义：

ω = ∇× u. (3-2)

考虑等密度不可压特性，对纳维-斯托克斯方程两边同时取旋度运算可以得到：

ρ
∂ω

∂t
+ ρu · ∇ω = ρω · ∇u+ µ∆ω. (3-3)

此式即为涡量输运方程。其对应的拉格朗日描述为：

Dω
Dt

= ω · ∇u+ ν∆ω (3-4)

式中 ν = µ/ρ 是流体的动力粘性系数。涡量输运方程中消除了压强项，数值计算中不

再需要压强和速度之间的耦合计算。同时，仍可以通过如下关系恢复流场中的压强：

1

ρ
∆P = −∇ ·

(
1

2
u2 − u× ω

)
. (3-5)

在流场中布置拉格朗日离散粒子，并赋予其以下向量作为强度：

αp =

∫
Vp

ωdV (3-6)
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式中 p表示粒子的标识，Vp 表示划分给粒子 p的流场体积。这种拉格朗日离散粒子即

为涡粒子，流场中的涡量可用涡粒子近似表示为

ω(x) =
∑
p

αpζε(x− xp) (3-7)

式中 x表示流场中的位置，xp表示粒子 p的位置，ζε是为使涡量光滑分布的磨光算子，

也可称为粒子的光滑核函数，其具体形式与每个粒子的核半径 ε有以下关系：

ζε(x) =
1

ε3
ζ(
|x|
ε

). (3-8)

粒子的核半径决定了其涡量的分布范围，小的核半径意味着涡量更加集中的分布在粒

子周围。对于磨光函数ζ，本文采用涡粒子法中使用最广泛的高斯形式，即：

ζ(λ) =
1

(2π)
3
2

exp(−λ
2

2
). (3-9)

此外，文献[56]在证明涡粒子法收敛性的过程中指出，为使涡粒子法收敛于纳维-斯托

克斯方程的解，粒子的核半径必须大于粒子间的间距，该条件被称为重叠条件。

涡粒子法通过涡粒子的运动来模拟流场的发展，同时粒子的强度也因涡旋拉伸和

粘性耗散而发生变化。涡量输运方程的粒子离散形式为：

dxp
dt

= u(xp) (3-10)

dαp
dt

= αp · ∇u(xp) + Vpν∆ω(xp). (3-11)

对式（3-11）中的涡旋拉伸项 α · ∇u进行计算时，考虑到理论上存在如下恒等式（使
用了关系 ω = ∇× u）： [

ω · (∇−∇T )
]
u = (∇× u)× ω = 0. (3-12)

即理论上， α · ∇u、α · ∇Tu和 α ·
(
∇+∇T

2

)
u三者是等价的，可以使用任意一种形式

进行计算。而实际计算中，关系 ω = ∇ × u并不能严格满足，所以上述三种涡旋拉伸
项的计算形式得到的结果是不同的。而文献[61]中指出，使用转置形式 α · ∇Tu才能使

涡粒子法的微分方程组构成涡量输运方程的弱解，所以现有的涡粒子法程序多采用转

置形式，式（3-11）需更改为
dαp
dt

= αp · ∇Tu(xp) + Vpν∆ω(xp). (3-13)

式（3-10）和（3-13）共同构成了涡粒子法需要求解的常微分方程组。下面对各项

的计算方法进行简要介绍。

（1）速度和速度梯度的计算方法

流场局部速度由未受扰动的自由来流速度和涡粒子的诱导速度组成。诱导速度通

过累加所有涡粒子的贡献而得到：

uind(x) =
∑
p

Kε(x− xp)×αp (3-14)
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式中 uind 表示诱导速度，Kε 称为速度核函数，其通过将比奥-萨伐尔定律应用于光滑

处理后的涡粒子而得到。速度核函数的具体形式为：

Kε(x) =
f( |x|

ε
)

|x|3
x. (3-15)

式中的函数 f 与光滑核函数有关，当选择高斯形式的磨光函数时，其具体行式为：

f(λ) =

∫ λ

0

ζ(s)ds =
1

4π

[
erf
(
λ√
2

)
−
√

2

π
λerf

(
−λ

2

2

)]
(3-16)

式中 erf为误差函数，定义为：

erf(x) =
2√
π

∫ x

0

e−η
2

dη. (3-17)

其数值计算方法参见[131]。

根据式（3-14），速度的梯度可表示为

∇uind(x) =
∑
p

∇Kε(x− xp)×αp (3-18)

式中 ∇Kε(x− xp)可通过对式（3-15）求梯度得到。

若以Np表示涡粒子数量，直接依赖式（3-14）计算诱导速度的时间复杂度为 O(N2
p )，

计算量会随粒子数的增加而急剧增大，限制了数值计算的规模。附录A中介绍的快速多

级子算法通过使用粒子簇近似远场涡粒子的影响，可以将计算复杂度降低为O(Np)，使

得大规模的涡粒子数值计算成为可能。

（2）粘性耗散项计算

式（3-13）中的粘性耗散项 Vpν∆ω(xp)涉及到涡量的微分，在使用粒子离散的涡

量场中难以直接计算。在已有文献中有多种对该项的处理方式，包括随机游走方法、核

扩散方法、涡重分布法和涡强交换法等。本文采用近年来使用最为广泛的涡强交换方

法（Particle Strength Exchange， PSE）。该方法的核心是使用积分算子代替拉普拉斯算

子，即

∆ω(x) ≈ 2

ε2

∫
ηε(x− y)(ω(y)− ω(x))dy (3-19)

式中

ηε(x) = ε−3η
(x
ε

)
(3-20)

上式中，η是光滑函数，一般选择为高斯函数。以涡粒子的位置作为积分点对式（3-19）

中的积分进行数值计算，可以得到：

Vpν∆ω(xp) =
2ν

ε2

∑
q

(Vpαq − Vqαp)ηε(xp − xq). (3-21)

若各个涡粒子的核半径都相等，则 ε 即为涡粒子的核半径；若涡粒子的核半径是随空

间位置而变化的，则式（3-21）中的 ε取所涉及到的两个涡粒子（p粒子和q粒子）的核

半径的均方根[84, 85]。
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（3）涡粒子重分布过程

如前所述，为使涡粒子法收敛于纳维-斯托克斯方程，粒子核半径须大于粒子间距

离。而在实际计算中，随着涡粒子间的相对运动，该条件（即重叠条件）不一定能得到

满足，需通过涡粒子重分布过程重新布置涡粒子的位置。新涡粒子的强度使用三维空

间插值法得到，并通过合理选择插值函数使得粒子重分布前后涡粒子所表示的涡量场

不变。

空间插值法中，新涡粒子强度的计算依赖于以相对位置为自变量的插值函数，即

以插值函数为权重对旧涡粒子强度经过加权求和得到新涡粒子强度：

αi =
∑
j

α̃jW

(
xi − x̃j

h

)
(3-22)

式中波浪线表示旧涡粒子对应的量，h为涡粒子间距，W 是插值函数，一般由一维插

值函数进行笛卡尔乘积得到，即

W (x) = Wx(x)×Wy(y)×Wz(z) (3-23)

式中 x、y 和 z 是 x的分量，Wx、Wy 和Wz 是三个方向上的一维插值函数。当新的涡

粒子不是均匀分布时（h非常数值），插值需要在使涡粒子均匀分布的映射坐标系中进

行。由于M ′
4函数不仅具有光滑连续的特点，还能保持涡量三阶矩守恒，因而被广泛应

用于涡粒子重分布的插值过程中。本文的相关计算中同样采用 M ′
4 函数作为插值函数，

其表达式为

M ′
4(x) =


0 当 |x| > 2时

0.5(2− |x|)2(1− |x|) 当 1 ≤ |x| ≤ 2时

1− 2.5x2 + 1.5|x|3 当 |x| ≤ 1时

. (3-24)

式（3-10）和（3-13）中的各项得到后，即可使用常微分方程的数值解法对其求解

（如欧拉法，龙格库塔法等）。基于网格的流场分析中，时间步受限于网格尺寸与流场

速度的比例（CFL数），而涡粒子法中，时间步是受粒子间距 h和速度梯度的比例限制

的：

∆t <
h

|∇u|
, (3-25)

因此，涡粒子法可取的时间步要比基于网格的算法大很多。

3.2 涡粒子法中的亚格子耗散模型

由于在实际计算中，涡粒子的间距一般难以达到可以对湍流进行直接模拟的尺度，

所以需要参照大涡模拟的概念，在涡粒子法中使用亚格子耗散模型。当前，涡粒子法

中存在两种亚格子耗散模型，即 Smagorinsky-Lilly 亚格子耗散模型和 Cottet 人工涡粘

模型，而现有文献中缺少对其优缺点的分析与研究。

本节对这两种亚格子耗散模型进行介绍，并在3.3节和3.4节根据数值分析实例对其

优缺点进行研究。
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3.2.1 Smagorinsky-Lilly亚格子耗散模型

大涡模拟的思想是对流场进行低通滤波，将流场分为大的解析尺度和小的亚格子

尺度；只直接模拟解析尺度的涡，而用亚格子模型来模拟亚格子尺度和解析尺度间涡

的交互。经过低通滤波所得的纳维-斯托克斯方程为：

∂ū

∂t
+ ū · ∇ū = −1

ρ
∇P̄ + ν∆ū−∇ · τ (3-26)

式中上画线¯表示低通滤波后所得的解析尺度的流场变量，τ = uu− ūū为亚格子应力
张量（subgrid stress tensor）。若使用人工涡粘模型（artificial eddy viscosity）来处理亚格

子应力张量，式（3-26）可转化为[132]：

∂ū

∂t
+ ū · ∇ū = −1

ρ
∇P̄ + (ν + νt)∆ū (3-27)

其中 νt 为涡粘系数，一般通过亚格子耗散模型将其与解析尺度的流场变量联系在一

起。

Winckelmans [94]在将大涡模拟的思想应用于涡粒子法的过程中观察到经过低通滤

波处理的纳维-斯托克斯方程，即式（3-27），与原纳维-斯托克斯方程，即式（3-1），形

式一样，只是原流场变量变成了解析尺度的流场变量，且粘性系数发生了变化。所以

基于式（3-27）推导出的涡粒子法应与3.1节中的结果形式一样，只是变量成为解析尺

度的变量，且粘性系数中需加入涡粘系数项。Winckelmans 采用大涡模拟中最经典的

Smagorinsky-Lilly（SL）模型对涡粘系数进行计算，涡粘系数由局部的应变矩阵和滤波

尺度（涡粒子核半径）决定，即

νt = (CS∆)2
√

2SijSij (3-28)

式中 ∆为滤波尺度，在涡粒子法中采用涡粒子的核半径，CS 为 Smagorinsky常数，一

般取值为0.2，S为解析尺度的流场应变率张量。此即为涡粒子法中的 Smagorinsky-Lilly

亚格子耗散模型。

3.2.2 Cottet人工粘性模型

使用磨光算子对涡粒子周围的涡量分布进行光滑处理，导致涡粒子法的控制方程

与原涡量输运方程相比，产生了截断误差。Cottet [92]在分析上述原因产生的截断误差

时，发现光滑处理所导致的误差，在某些方向上具有使涡量耗散的效果，而在其他方

向上具有反耗散（antidiffusion）的效果。误差产生的反耗散会导致数值模拟发生异常

并最终发生不收敛，而产生的耗散效果则为涡粒子法中天然自带的亚格子耗散项。所

以，通过计算将误差中的反耗散项分量剔除，留下耗散分量，即可得到一种适用于涡

粒子法的亚格子耗散模型，称为 Cottet人工粘性模型。

该模型的原理及推导过程较为复杂，可参见文献[92]，这里不再赘述。Cottet人工
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粘性模型的具体实施方法可表示为：

dαp
dt

= −
∑
q

(αqVp −αpVq) {[u(xp)− u(xq)] · ∇ξε(xp − xq)}− (3-29)

式中 ξε为涡粒子的光滑核函数，{a}− = min{a, 0}，大括号中结果为正时，是需保留的
亚格子耗散项，结果为负时，是需剔除的反耗散项。

3.3 不同模型对倾斜双涡环碰撞问题的数值模拟

为对比3.2节中两种亚格子耗散模型的优劣，本节将对文献[4]中的对称倾斜双涡环

的碰撞与再连接问题进行模拟。该问题中，初始状态下存在两个相互倾斜的涡环，其

位置关于 x-z 平面对称，且与 x-y 平面夹角为 θ0 = 15◦，如图3-1所示。涡环的半径为

R = 1，涡环圆心间距离为 s = 2.7，两个涡环的环量强度相同（都为Γ = 1），环量方

向相反，左边涡环为逆时针方向，右边涡环为顺时针方向。

R

s

x

z

x

y

正视图 俯视图

图 3-1 倾斜双涡环碰撞问题中初始时刻的涡环位置和环量方向

0

0  

||

r

3r

r

r

3r

图 3-2 涡环截面上的涡量分布

涡量在涡环截面上满足高斯分布，即

ω =
Γ

2πσ2
r

exp

(
− r2

2σ2
r

)
(3-30)

式中 r 是相对于涡环截面圆心的半径，σr 是描述涡量分布集中度的一个参数，σr 越

55



西北工业大学博士学位论文

大，则涡环上的涡量分布越平坦、分散。按式（3-30）所得的涡环截面上的涡量分布如

图3-2所示。本节的模拟中取 σr = 0.1。

依据式（3-30）表示的高斯分布规律，整个流场中都存在涡量分布。在初始化涡

粒子的过程中，只考虑截面半径在 rmax 以内的涡量，且 rmax > 3σr。按此方法，超过

99.7%的涡量都被考虑到，且粒子数量也得到了控制。涡粒子初始化的具体过程为：将

涡粒子布置在截面上间隔相等的 nc个同心圆上（包括圆心），半径的间距为 h = 2rmax
2nc−1，

每个圆上布置的涡粒子数应使得相邻涡粒子之间的弧长约为 h；在涡环上取 Ns 个均布

的截面来布置涡粒子，Ns 的选择应使得截面间距离大约等于 h。如此便得到各方向间

隔均约为 h的涡粒子分布，涡粒子的强度取其位置处的涡强与其所占体积的乘积。本

节的模拟中取 rmax = 0.35，nc = 4，所得初始涡粒子分布如图3-3所示。

图 3-3 倾斜双涡环碰撞问题中的初始涡粒子分布

涡粒子计算过程中的时间步取为 ∆t = 0.05，每隔5步进行一次涡粒子重分布，重

分布时新粒子的位置取在 x、y、z 三个方向上间隔均为 h的矩形网格节点上，对旧涡

粒子的强度进行三维插值计算新涡粒子的强度，所使用的三维插值函数由M ′
4函数进行

笛卡尔乘积得的。为避免涡粒子数目的过快增长，每次涡粒子重分布以后，都要将强

度小于某界限值的涡粒子移除，本文模拟中此界限值取为 10−3|α|max，其中 α|max为涡
粒子初始化后，所得涡粒子强度中的最大值。涡粒子的核半径统一取为 ε = 1.2h。

首先，取与[4]中相同的雷诺数Re = Γ/ν = 400，不使用亚格子耗散模型，对倾斜

双涡环问题进行直接数值模拟，模拟时长为 T = 10。模拟过程中不同时刻的涡粒子分

布如图3-4所示，由涡强度等值面表示的涡结构如图3-5所示。由于粘性耗散的作用，涡

环中涡的分布不断分散，导致涡粒子数量不断增大，涡粒子强度不断减小。两个涡环

碰撞后，碰撞处涡量相互抵消，两个涡环熔合并连接成一个涡环。

对于无界、无穷远处涡量为零且不受外力的流场，流场中的涡量 Ω，冲量 I 和角

冲量A应维持不变[4]，将其统称为流场守恒量，三个流场守恒量的定义分别为：

Ω =

∫
ωdx (3-31)
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t = 0 t = 2

t = 4 t = 6

t = 8 t = 10

图 3-4 Re = 400时倾斜双涡环的涡粒子分布变化

I =

∫
udx =

1

2

∫
x× ωdx (3-32)

A =

∫
x× udx =

1

2

∫
x× (x× ω)dx (3-33)

在涡粒子法中，上述三个流场守恒量可表示为：

Ω =
∑
p

αp (3-34)

I =
1

2

∑
p

xp ×αp (3-35)

A =
1

2

∑
p

xp × (xp ×αp) (3-36)

这三个流场守恒量的变化可用来评估模拟的准确性。直接数值模拟过程中，三个流场

守恒量的变化如图3-6所示。随着模拟的进行，三个流场守恒量都并不严格守恒，但是

其变化量较小，与[4]中的结果一致。
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t = 0, |ω| = 3.05 t = 2, |ω| = 2.1

t = 4, |ω| = 1.4 t = 6, |ω| = 1.0

t = 8, |ω| = 0.8 t = 10, |ω| = 0.7

图 3-5 Re = 400时倾斜双涡环的涡结构变化

然后，为对比亚格子耗散模型的效果，将雷诺数提高为 Re = 40000，涡粒子初始

分布不变，分别进行无亚格子耗散模型，SL 亚格子耗散模型，Cottet 人工粘性模型的

涡粒子法数值模拟。模拟过程中不同时刻的涡粒子分布分别如图3-7、图3-8和图3-9所

示，涡粒子数量的变化如图3-10所示。由于耗散作用，涡的分布范围会逐渐扩大，所以

每次重分布后涡粒子数量都会增加。对比不同雷诺数时涡粒子数量的变化以及涡粒子

分布的变化可以发现，雷诺数的提高会减小粘性耗散的效果，Re = 40000时粘性耗散

导致的涡量分散没有 Re = 400时明显。对比不同的亚格子模型，可以发现，使用 Cottet

人工粘性模型的计算中，涡粒子的数量一直多于其他亚格子模型，说明 Cottet 人工粘

性模型导致计算中产生了更多的涡量扩散，涡量在流场中的分布范围更加广泛。这是

由于在 Cottet人工粘性模型中，将误差项中的反扩散项进行了剔除所导致的。

其次，无亚格子模型和SL亚格子耗散模型的模拟中，由于涡旋拉伸作用，两个涡

环相连的节点处涡粒子的强度明显增大。模拟过程中最大涡粒子强度的变化如图3-11所

示，Cottet 人工粘性模型的模拟中，最大涡粒子强度变化平缓，并具有逐步减小的趋
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图 3-6 Re = 400时倾斜双涡环的流场守恒量变化

t = 4 t = 6

t = 8 t = 10

图 3-7 Re = 40000时倾斜双涡环的涡粒子分布变化（无亚格子耗散模型）
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t = 4 t = 6

t = 8 t = 10

图 3-8 Re = 40000时倾斜双涡环的涡粒子分布变化（SL亚格子耗散模型）

t = 4 t = 6

t = 8 t = 10

图 3-9 Re = 40000时倾斜双涡环的涡粒子分布变化（Cottet人工粘性模型）
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图 3-10 不同数值模拟过程中涡粒子数量的变化
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图 3-11 Re = 40000时倾斜双涡环模拟过程中最大涡粒子强度的变化

势。异常增大的涡粒子强度将导致其所诱导的速度和速度梯度发生异常，最终影响模

拟的精确性和稳定性。

模拟过程中涡结构的变化如图3-12、图3-13和图3-14所示，由于涡环连接节点处存

在异常的涡粒子强度，无亚格子模型和 SL亚格子耗散模型的模拟中，连接处的涡结构

发生了紊乱，而 Cottet人工粘性模型的模拟中，涡结构仍然平滑合理。

上述三个模拟过程中的流场守恒量的变化如图3-15所示。与图3-6中 Re = 400时的

流场守恒量变化相比，雷诺数增大以后，无亚格子模型的模拟的流场守恒量的变化明

显变大，使用SL亚格子耗散模型后，流场守恒量的变化并没有得到改善，甚至更加恶

化，而 Cottet人工粘性模型使得流场守恒量的变化与 Re = 400时处于同一个量级。

图3-16给出了数值计算过程中每一步所消耗的CPU时间。从图中可以看出，在涡粒

子法模拟中，由于计算元素（即涡粒子）的数量是变化的，所以每一步计算所消耗的

计算时间也存在很大的区别。本算例中，单步计算时间是随着计算的进行而逐步增加

的，这是由涡粒子数量变化的趋势所决定的。同时，使用Cottet人工粘性模型所需的计

算时间是最多的，其次为使用SL亚格子耗散模型的计算，耗时最少的是无亚格子模型
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t = 4, |ω| = 1.4 t = 6, |ω| = 1.0

t = 8, |ω| = 0.8 t = 10, |ω| = 0.7

图 3-12 Re = 40000时倾斜双涡环的涡结构变化（无亚格子耗散模型）

t = 4, |ω| = 1.4 t = 6, |ω| = 1.0

t = 8, |ω| = 0.8 t = 10, |ω| = 0.7

图 3-13 Re = 40000时倾斜双涡环的涡结构变化（SL亚格子耗散模型）
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t = 4, |ω| = 1.4 t = 6, |ω| = 1.0

t = 8, |ω| = 0.8 t = 10, |ω| = 0.7

图 3-14 Re = 40000时倾斜双涡环的涡结构变化（Cottet人工粘性模型）
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图 3-15 Re = 40000时倾斜双涡环的流场守恒量变化
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图 3-16 倾斜双涡环模拟过程中每一步所消耗的时间

的直接数值模拟。

为了更加合理的对比不同亚格子模型的计算效率，图3-17给出了单步计算时间随当

前涡粒子数量的变化。从图中可以明显的看出，当涡粒子数量相同时，使用 Cottet人工

粘性模型时的单步计算时间最长，其次为SL亚格子耗散模型。这说明，在涡粒子数量

相同的情况下，采用亚格子耗散模型后，由于增加了额外的计算，计算效率会有所下

降。而 Cottet人工粘性模型所额外增加的计算量要大于SL亚格子耗散模型，3.2节中介

绍的两种模型实现过程的复杂程度也佐证了这一点。
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图 3-17 不同的倾斜双涡环模拟中单步计算时间随涡粒子数量的变化

根据以上所得结果，可以得出结论：使用 Cottet 人工粘性模型的涡粒子法计算中

流场守恒量的变化更小，涡量扩散更加明显，具有更高的计算精度和稳定性；同时，

Cottet人工粘性模型也需要更多的计算时间。

3.4 不同模型对平行偏置双涡环碰撞问题的数值模拟

为进一步验证上节所得结论，对[5]中提到的另一种配置的双涡环碰撞和再连接过

程进行仿真。如图3-18所示，该问题中初始时刻存在两个平行的同向涡环，半径分别
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为 R1 = 1 和 R2 = 0.5，小涡环位于大涡环下方，且小涡环圆心与大涡环圆心的水平

距离为 R1，垂直距离为 0.25R1。涡环截面上的涡量分布仍满足高斯分布规律，涡环环

量为Γ = 1，涡量分布参数为 σr = 0.05，rmax = 0.14，涡粒子初始化时取nc = 4。模

拟中取雷诺数为 Re = 104（文献[5]中为Re = 250），时间步为∆t = 0.05，模拟总时长

图 3-18 平行偏置双涡环碰撞问题中初始时刻的的涡环位置与涡粒子分布

t = 0, |ω| = 12 t = 0.25, |ω| = 12

t = 0.5, |ω| = 12 t = 0.75, |ω| = 12

t = 1.0, |ω| = 12

图 3-19 平行偏置双涡环的涡结构变化（无亚格子耗散模型）
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为T = 6.5，同样每5步进行一次涡粒子重分布。分别进行无亚格子模型，SL亚格子耗

散模型，Cottet人工粘性模型的涡粒子法数值模拟。

三个模拟过程中的涡结构变化分别如图3-19、图3-20和图3-21所示，由于小涡环的

自诱导速度大于大涡环的自诱导速度，在上升过程中，小涡环追赶上大涡环，并发生

碰撞和连接，导致涡结构发生变化，形成两个新的涡环。如图3-19所示，在不使用亚格

子耗散模型的模拟中，涡环连接处的涡强异常增大，并导致计算在 t = 1.2时发生不收

t = 0.5, |ω| = 12 t = 0.75, |ω| = 12

t = 1.0, |ω| = 12 t = 1.5, |ω| = 12

图 3-20 平行偏置双涡环的涡结构变化（SL亚格子耗散模型）

t = 0.5, |ω| = 12 t = 0.75, |ω| = 12

t = 1.0, |ω| = 12 t = 1.5, |ω| = 12

图 3-21 平行偏置双涡环的涡结构变化（Cottet人工粘性模型）
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敛。如图3-20所示，在使用SL亚格子耗散模型后，成功地模拟了涡环结构变化的全过

程，但在t = 1.5时刻，流场涡量分布出现一定程度的紊乱。如图3-21所示，使用 Cottet

人工粘性模型后，涡环结构变化的全过程也得到了成功地模拟，且最终涡量分布更加

平滑光顺。
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图 3-22 平行偏置双涡环模拟过程中的最大涡粒子强度变化
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（c）角冲量|A|
图 3-23 平行偏置双涡环的流场守恒量变化
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模拟过程中最大涡粒子强度的变化如图3-22所示，可以观察到，在对平行偏置双涡

环碰撞问题的三个模拟中，最大涡粒子强度都有所增加，其中使用Cottet人工粘性模型

的模拟中，最大涡粒子强度的增加最为平缓。而其他两个模拟，由于最大涡粒子强度

的异常变化，都未能稳定地进行到设定的最终时间。无亚格子模型的计算在t = 1.2时

刻发生了不收敛，SL亚格子耗散模型的计算在t = 3.45时刻发生了不收敛。

模拟过程中，总涡量、冲量和角冲量三个流场守恒量的变化如图3-23所示。从图

中可以看出，Cottet人工粘性模型在维持流场守恒量方面的表现要优于SL亚格子耗散模

型。

模拟过程中涡粒子数量的变化如图3-24所示。在正常情况下，Cottet人工粘性模型

的模拟中的涡粒子数量要多于其他两种模拟。使用SL亚格子耗散模型的模拟在将要发

生不收敛的时候，涡粒子数量异常增多，超过了Cottet人工粘性模型的模拟。图3-25给

出了单步计算时间随当前涡粒子数量的变化，从图中可以得出和上节一样的结论，即：

当涡粒子数量相同时，使用Cottet人工粘性模型时的单步计算时间最长。
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图 3-24 平行偏置双涡环模拟过程中涡粒子数量的变化
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图 3-25 不同的平行偏置双涡环模拟中单步计算时间随涡粒子数量的变化
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本节所得结果再次佐证了上节所得结论，即：使用 Cottet 人工粘性模型的涡粒子

法计算中流场守恒量的变化更小，涡量扩散更加明显，具有更高的计算精度和稳定性；

同时，Cottet人工粘性模型也需要更多的计算时间。

3.5 本章小结

本章通过对经典涡环碰撞及再连接过程的数值模拟，对比分析了涡粒子法中现有

的两种亚格子耗散模型，即 Smagorinsky-Lilly亚格子耗散模型和 Cottet人工粘性模型。

根据对涡结构、最大涡粒子强度以及流场总涡量、冲量、角冲量三个守恒量的变化的

分析，得出结论：Cottet人工粘性模型所需计算时间更长，但在维持计算稳定性和精确

性方面表现更佳。为保证计算的稳定性和精确性，在第4章和第5章的面元-涡粒子耦合

算法中，选用了 Cottet人工粘性模型。
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第第第 4章章章 基基基于于于一一一对对对多多多面面面元元元-涡涡涡粒粒粒子子子转转转化化化的的的面面面元元元-涡涡涡粒粒粒子子子

耦耦耦合合合算算算法法法研研研究究究

本章将分别在第2章和第3章中得到的面元法和涡粒子法进行耦合，并对面元-涡粒

子耦合算法的细节进行研究。为保证所得耦合算法的高效、精确和稳定，在面元法系统

中使用了第二章中提出的快速库塔条件实现算法和自适应可变速度光滑参数模型，并

根据第三章的结论，在涡粒子法系统中选用 Cottet人工粘性模型作为亚格子耗散模型。

面元-涡粒子耦合算法中，使用面元法模拟物体表面，使用涡粒子法模拟尾流场。

面元法中保留一部分尾涡面元作为缓冲区，缓冲区内的尾涡面元一方面用来满足库塔

条件，另一方面被用来转化成涡粒子，实现面元法和涡粒子法之间的过渡与连接。由

于涡粒子在模拟涡的发展演变方面要优于面元法，所以缓冲区的长度应尽量小，即尾

涡面元应尽早转化为涡粒子。本文沿用文献中广泛使用的缓冲区长度，即缓冲区中保

留 2列尾涡面元。

涡粒子核半径尺寸决定了尾涡面元转化成的涡粒子所表示的薄层粘流区域的厚度，

由于涡的总量是不变的，粘流区域的厚度决定了其内部的涡强。因此，涡粒子核半径

不能随意确定，与其相关的涡粒子间距也不能随意确定。若要达到所需的涡粒子核半

径，耦合算法必须具有产生不同密度涡粒子的能力。本章基于偶极子强度的二维插值，

实现了一对多的低阶面元-涡粒子转化算法，使得不同密度涡粒子的产生成为可能；并

针对面元-涡粒子耦合算法的特点，对涡粒子重分布过程进行了改进。通过计算实例，

进行了参数对水动力性能及流场涡量分布的影响分析，并对算法进行了验证。

4.1 一对多面元-涡粒子转化算法
在面元-涡粒子耦合算法的每个时间步中，都会有一列新的尾涡面元从随边泄出，

并加入到缓冲区中，而缓冲区中最下游的一列尾涡面元被转化成涡粒子。此过程的细

节如图 4-1所示。在每一个时间步开始时，缓冲区中存在两列尾涡面元。第一步中，缓

冲区中的尾涡面元以当地流场速度进行移动，同时新的一列尾涡面元从升力体随边泄

出，此过程与面元法中非定常的尾涡对齐算法一样。此时，缓冲区中存在三列尾涡面

元。第二步，缓冲区中最下游的一列面元依据涡守恒的关系被转化为涡粒子，该步骤

中应使涡粒子所表示的涡量场尽可能准确。

面元到涡粒子的转化一般是根据曲面上偶极子强度和涡强分布密度 γ（单位面积上

的环量）之间的关系进行的，该关系为：

γ = n×∇sµ (4-1)

式中 n为曲面法向向量，∇s 表示表面微分。根据式（4-1），可由面元上的偶极子强度
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移动尾涡面元

删除尾涡面元
添加附加涡线

尾涡面元转化
为涡粒子

附加涡线

上游                  下游

水流方向

图 4-1 尾涡面元转化为涡粒子的过程

分布求得涡强分布密度，然后对其进行面积分作为涡粒子的强度。

然而，在低阶面元法中，每个面元上的偶极子强度是恒定不变的，导致所得的涡

强分布密度在面元上为零，只在面元的边界上非零。因而对涡强分布密度的表面积分

无法正常进行。本节提出一种基于对偶极子强度进行二维插值的一对多面元-涡粒子转

化算法，即将面元上的偶极子强度看做是面元中心处的值，使用二维插值函数重构面

元上偶极子强度的连续分布，然后求得涡强分布密度，并进行表面积分得到涡粒子强

度。本节的最后，给出了转化过程中单个面元对应的涡粒子数量的自适应确定方法。

4.1.1 基于二维插值的偶极子连续分布重构算法

如图 4-2 所示，在对面元上的偶极子强度进行二维插值的过程中，共有四种数据

点，分别是面元中心、面元的上游边界中心、下游边界中心和弦向端点。如前所述，面

元中心处的偶极子强度是已知的（即面元上的偶极子强度）。依据简单的线性插值，可

认为上游边界中心处的偶极子强度约等于其相邻的两个面元上偶极子强度的平均值，

而下游边界中心处的偶极子强度等于前一个时间步中的上游边界中心处的值。在第一

次进行转化时，下游边界中心的偶极子强度设置为零。弦向端点上的偶极子强度亦设

置为零。综上，可以得到覆盖整个待转化面元区域的一系列数据点。

一般情况下，随流场运动变形后的一列尾涡面元并不处于一个平面上，而是立体

地分布于三维空间中，所以，在插值过程中，需选取合适的坐标系，并建立面元上三

维空间坐标和二维插值平面坐标的对应关系。本文使用一种适应于面元分布的坐标系，

如图4-3所示，令顺流方向为横坐标 s，与之相交的展向（三维翼型算例中）或径向（螺
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待转化面元

面元中心

上游边界中心

下游边界中心

弦向端点

上游          下游

水流方向

图 4-2 用于偶极子强度插值的数据点

旋桨算例中）作为纵坐标 t。在此坐标系中，所有上游边界上的点都对应 s = 0，所有

下游边界上的点都对应 s = 1，而面元中心点对应于 s = 0.5；同一顺流面元边界上的点

对应的纵坐标 t相同，纵坐标的具体值取上游边界的累积长度。其原因是以曲线长度为

自变量对偶极子进行插值更加符合实际空间中的偶极子强度分布，所得结果更加精确。

图4-3中也同时给出了三维面元分布到二维插值坐标系平面的转换。

s

t

O O

0.5s 
1s 

s

t
1s 0.5s 

图 4-3 偶极子强度插值过程中的坐标系

在二维插值平面上，偶极子强度的插值按方向分两步进行。当要获得面元上坐标

为(s′, t′)的某点的偶极子强度时，首先在s=0、0.5和1确定的三条线上进行t方向上的分

段三次样条插值，分别得到(0, t′)，(0.5, t′)和(1, t′)三点上的偶极子强度；然后根据这三

点的偶极子强度，进行s方向上的分段线性插值，最终获得(s′, t′)点上的偶极子强度。
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依据本小节所述方法，可插值得到面元上任意位置处的偶极子强度。

4.1.2 面元上任意四边形区域到涡粒子的转化

本小节提出一种将面元曲面上任意一小块四边形区域转化为一个涡粒子的方法，

作为转化整列面元区域的基础。

设在需转化的一列面元上存在由四个顶点确定的一小块四边形区域，并要将该区

域内的偶极子分布等价地转化为一个涡粒子。首先确定该四边形四条边界的中点，并

连接对边的中点，形成两个方向 s1和 s2，如图4-4所示。然后根据4.1.1小节的二维插值

方法得到四个中点上的偶极子强度，并使用一阶线性差商近似 s1和 s2两个方向上偶极

子强度的偏导数，认为此为四边形区域中心处偶极子强度的方向导数。接下来，将上

述两个方向导数转化成一对相互垂直的方向 sx 和 sy 上的偏导数，sx 和 sy 方向的选取

如图4-4所示，具体的转化方法为：

∂µ

∂sx
=
∂µ

∂s1
(4-2)

∂µ

∂sy
=

∂µ
∂s2
− (es1 · es2) ∂µ∂s1
esy · es2

(4-3)

式中 es1 , es2 和 esy 分别是 s1, s2和 sy 方向上的单位向量。

s1, sx

sy

s2

边的中心

图 4-4 计算偶极子强度表面微分过程中的方向和坐标系

四边形中心处的偶极子强度面微分为：

∇sµ =
∂µ

∂sx
esx +

∂µ

∂sy
esy . (4-4)

若以此近似整个四边形区域内的偶极子强度面微分，则四边形区域内的涡强分布密度

处处相等，面积分退化为简单的与面积相乘，最终的涡粒子强度为

α = A(n×∇sµ) = A(
∂µ

∂sx
esy −

∂µ

∂sy
esx) (4-5)
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式中 A是四边形区域的面积，n = esx × esy 是四边形区域的单位法向量。此外，涡粒
子的初始位置设定在该四边形区域的中心处。

依据上述的转化算法，面元曲面上任意的一个四边形区域（可以跨越多个面元）都

可以等价的转化为一个涡粒子。将待转化的面元曲面划分多个四边形区域后，即可实

现对整个面元曲面的等价转化。

4.1.3 单个面元对应的涡粒子数量的自适应确定

虽然上小节所述转化方法可以将跨越多个面元的四边形区域转化为涡粒子，但为

了简化算法，且保证面元法和涡粒子法空间离散的关联性和一致性，本文中并不使用

跨越面元的转换。如此，一个尾涡面元会对应于若干涡粒子，而对应的涡粒子数量是

待定的。

在实际的耦合算法数值计算中，待转化的面元尺寸往往是不同的。尤其在有关螺

旋桨的模拟中，尾涡面元的顺流向（或周向）尺寸与所处截面的半径成正比，不同半

径处的面元顺流向尺寸存在较大差异。若在计算中，每个面元都转化为相同数目的涡

粒子，势必会造成计算资源的浪费和计算效率的降低。针对此问题，提出一种依据所

要求的涡粒子间距，自适应确定单个面元对应涡粒子数量的算法，可在满足计算精度

的要求下，达到对计算资源的充分利用。

螺旋桨模拟中典型的尾涡面元尺寸分布如图4-5中的左侧实线所示，在半径方向上，

梢部面元分布较密，而其他地方分布较稀疏；在顺流方向上，梢部尺寸较大，而根部

尺寸较小。在面元-涡粒子转化过程中，如图4-5左侧虚线所示，将每个面元分别沿径向

和顺流向均分成若干份，并据此将面元交叉分割成小四边形区域，然后使用4.1.2小节

所述方法将每一个小四边形区域转化为一个涡粒子。而自适应算法的目的是确定每一

个面元沿径向和顺流向所分割的份数。

s

r

s

r

(顺流向)

(径向)

(顺流向)

(径向)

图 4-5 单个面元对应涡粒子数量的自适应确定算法示意
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在自适应算法中，每个面元在径向的等分份数是相等的，并统一进行自适应确定；

而对顺流向的等分份数进行逐个面元的自适应计算。这种处理方式主要是由所研究问

题的流场特性决定的。面元法中，一般梢部面元的径向尺寸较小，而梢部会发生梢涡

卷曲，梢涡流场中较大的局部流场应变会导致梢部涡粒子的间隔随着涡粒子的向下游

移动而增大，所以转化时梢部涡粒子的径向间隔应小于其他部位。采用径向等分份数

相等的处理方式，转化所得涡粒子的径向间隔自动满足了计算的要求，更加合理。

若记允许的最大粒子间距为h，径向第i个面元的径向尺寸为∆ri，顺流向尺寸为∆si。

则面元径向等分份数为

nr,i = d
max
i

∆ri

h
e (4-6)

顺流向等分份数为

ns,i = d∆si
h
e (4-7)

式中d e为向上取整运算。自适应算法确定的典型面元分割与转化后得到的涡粒子分布
如图4-5所示。

最后，需要说明的是，在面元到涡粒子的转化过程中，除在流场中加入涡粒子外，

还需要在被转化面元的上游边界处加入一条附加涡线。其环量在数值上等于上游边界

中点处的偶极子强度，环量方向如图 4-1中所示。这条涡线可以理解为偶极子强度在上

游边界处由面元上的值到零的突变所导致的集中环量分布，也可以理解为用来中和涡

粒子上的涡量，以满足开尔文环量守恒定律。附加涡线并不随流场移动，而是在每次

进行面元-涡粒子转化时，删除旧的附加涡线，并代替以新的附加涡线。

4.2 基于一对多面元-涡粒子转化的面元-涡粒子耦合算法
本节首先给出面元-涡粒子耦合算法的具体流程，然后针对耦合算法的特点对涡粒

子法中的涡粒子重分布过程进行了改进。

4.2.1 耦合算法流程

面元-涡粒子耦合算法中，使用面元法模拟物体表面，使用涡粒子法模拟尾流场。

通过以下三个方面考虑面元法系统和涡粒子法系统之间的相互影响，实现二者的耦

合：（1）计算面元系统在各涡粒子位置处产生的诱导速度及速度梯度，并在更新涡粒

子位置和强度的过程中作为自由来流的一部分加以考虑。（2）计算涡粒子系统在面元

控制点上产生的诱导速度，并在更新尾涡面位置和计算源汇强度时，作为自由来流的

一部分考虑；在计算水动力性能时，作为扰动速度的一部分考虑。（3）通过一对多面

元-涡粒子转化算法生成涡粒子。

根据第2章和第3章的描述，面元法和涡粒子法的算法流程如图4-6所示。将二者进

行耦合，所得的面元-涡粒子耦合算法流程如图4-7所示，涡粒子对面元的诱导速度在解

奇点强度方程组（计算源汇强度）、计算水动力性能和计算尾涡节点速度三个模块中都
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会使用。

计算尾涡节点速度

结束

生成网格

更新尾涡面位置
（尾涡对齐）

计算水动力性能

收敛？

涡粒子重分布

更新涡粒子的位置
及强度

计算速度、粘性耗
散项和涡旋拉伸项

初始化速度势
和水动力性能

否

是

解奇点强度方程组
（压力库塔条件）

（a）面元法 （b）涡粒子法

图 4-6 未经耦合的面元法和涡粒子法算法流程

计算面元对涡粒子
的诱导速度及梯度

一对多面元-涡粒
子转化

计算尾涡节点速度

结束

生成网格

更新尾涡面位置
（尾涡对齐）

计算水动力性能

收敛？

涡粒子重分布

更新涡粒子的位置
及强度

计算速度、粘性耗
散项和涡旋拉伸项

初始化速度势
和水动力性能

否

是

解奇点强度方程组
（压力库塔条件）

计算涡粒子对面元
的诱导速度

图 4-7 面元-涡粒子耦合算法流程图
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4.2.2 耦合算法中的涡粒子重分布过程

面元-涡粒子耦合算法中的涡粒子分布具有其独有的特点：（1）尾涡中涡的发展在

时间和空间上具有对应关系，从随边泄出的尾涡在空间上向下游移动时，对应的在时

间上进行发展和演变。所以，涡粒子的分布在上游是规律的，随着流场的发展，在下

游受到流场局部应变的影响，逐渐变得不再规律，或不再满足重叠条件。（2）上游涡

粒子与缓冲区内的尾涡面元和物体表面面元距离较近，而涡粒子重分布一般会扩展涡

粒子分布的范围，对上游涡粒子进行重分布，易导致涡粒子与面元相互穿插，出现数

值处理非常复杂的情况。

考虑到上述特点，耦合算法中在进行涡粒子重分布时，会设定一个涡粒子重分布

起始位置，此位置之前为非重分布区域，其后为重分布区域。每次涡粒子重分布时只

对重分布区域中的涡粒子进行重分布，非重分布区域中的涡粒子维持不变。涡粒子重

分布过程中仍然使用由M ′
4函数进行笛卡尔乘积所得的三维插值函数来插值得到新涡粒

子的强度。在每次涡粒子重分布以后，将强度小于强度临界值的涡粒子进行移除。本

文的计算中，若不加以特殊说明，强度临界值为 10−3|α|max，其中 |α|max 为第一次进
行尾涡面元到涡粒子的转化时，所产生的涡粒子强度中的最大值。

上述涡粒子重分布算法的简单示意如图4-8所示，具体流程如下：

1. 设定涡粒子重分布起始位置 xrds与涡粒子间距 h；

2. 遍历所有涡粒子，确定涡粒子在空间的分布范围，即涡粒子位置的最值 xmin、

xmax、ymin、ymax、zmin和 zmax;

3. 依据旧涡粒子的分布范围确定重分布后新涡粒子的分布范围，即

xlow =

(
bmax(xrds, xmin)

h
c − 2

)
h (4-8)

xup =
(
dxmax
h
e+ 2

)
h (4-9)

ylow =
(
bymin
h
c − 2

)
h (4-10)

yup =
(
dymax
h
e+ 2

)
h (4-11)

zlow =
(
bzmin
h
c − 2

)
h (4-12)

zup =
(
dzmax
h
e+ 2

)
h (4-13)

式中b c和d e分别为向下和向上取整运算。然后，分别在x, y, z三个方向上设置间隔
为 h的均布网格，将区域[xlow, xup]× [ylow, yup]× [zlow, zup]等分为边长为h的六面体

单元，并以六面体单元的中心作为布置新涡粒子的位置；

4. 定义容量为Ncell × 3的数组anew来记录新涡粒子的强度，其中Ncell为六面体单元总

数。将数组anew所有单元初始化为零，并建立其行号与六面体中心的空间位置的

一一对应关系；

5. 定义类型为涡粒子数据结构的空链表rest，用来存放非重分布区域内的涡粒子；
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6. 遍历每一个旧的涡粒子，进行位置判断：1）当其位于非重分布区域内时（即xp <

xrds），将其加入链表rest；2）当其位于重分布区域内时（即xp ≥ xrds），根据三

个M ′
4函数进行笛卡尔乘积所得的三维插值函数，将其强度分布到临近的64个新涡

粒子位置上，并根据对应关系叠加到对应的anew的元素上；

7. 删除所有的旧涡粒子，将rest链表中的涡粒子依次加入新涡粒子链表；

8. 遍历数组anew的每一行元素，当其表示的涡粒子强度小于强度临界值时，跳过此

行元素不进行任何操作；否则以该行元素为强度，以其对应的六面体中心坐标为

位置，以h3为体积，以1.2h为核半径创建新涡粒子，并将其加入新涡粒子链表。

在第3章的计算中，我们观察到涡粒子重分布一般会使得涡粒子数目增多。本节提

出的涡粒子重分布步方法不仅可以避免产生与面元距离过近的涡粒子，还可以在保证

整个流场的涡粒子满足重叠条件的前提下，避免涡粒子的过度增多，从而提高计算效

率。

选定粒子重分布起始位置

添加规律分布的新涡粒子

求解新涡粒子强度
删除对应的旧涡粒子

重分布所得新涡粒子原有涡粒子

图 4-8 面元-涡粒子耦合算法中的涡粒子重分布过程

4.3 计算实例及参数影响分析

本节使用所提出的面元-涡粒子耦合算法，对三维椭圆水翼的尾流场以及水动力性

能进行分析，在验证所得算法的有效性的同时，分析涡粒子密度以及重分布参数对计

算结果的影响。

椭圆水翼的截面形状取NACA 0012翼型截面，最大弦长 1m，展长 2m，轮廓根据椭

圆方程确定，水翼形状如图4-9所示。该水翼以 10◦的攻角和 1m/s的速度在静止流体中
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x

y
z

O

图 4-9 椭圆水翼表面面元与坐标系示意

前进，流体的动力粘性系数取 ν = 10−6，以最大弦长为特征尺寸的雷诺数为 Re = 106。

模拟的时间步长设定为 0.1s，一个尾涡面元的弦向长度约为 0.1m。

椭圆水翼表面用面元进行离散，弦向面元数量取60（吸力面和压力面各30），展向

面元数量取40，两个方向的面元分布都采用余弦分布规律。所得弦向最大面元尺寸约

为 0.1m，椭圆水翼表面面元布置如图4-9所示。为了描述的简洁性，本节引入图4-9中

所示的坐标系：其原点选在水翼的几何中心处，下游方向为 x 正方向，垂直向上为 z

正方向，y方向由右手定则确定。

在对水翼的模拟中，由于尾涡面元顺流向尺寸基本一致，所以暂不使用自适应面

元-涡粒子转化算法，而是将每一个尾涡面元转化为相同数量的涡粒子（np ∗ np个），所
得涡粒子的间距约为

h =
0.1m

np
, (4-14)

在进行涡粒子重分布时，涡粒子间距也设定为 h，不加说明时，涡粒子核半径选择为

1.2h。

为了研究不同涡粒子重分布参数的影响，针对椭圆水翼问题共使用8种不同配置的

面元-涡粒子耦合算法进行了数值计算。详细设置见表4-1，其中 xrds表示涡粒子重分布

起始位置，xrds = ∞ 意味着不进行涡粒子重分布，Irds 表示涡粒子重分布的时间步间
隔。

此外，针对上述椭圆水翼问题，还分别使用面元法和商业RANSE求解器CFX进行

了分析。面元法中的配置与耦合算法一致。根据问题的特性，CFX的计算中使用了对

称边界条件，采用的流体域如图4-10所示，水翼距离入口 10C，距离出口 25C，距离上

下边界各 10C，流体域宽度取为 5C，其中 C 表示椭圆翼的最大弦长。CFX 的计算网

格使用 Ansys ICEM CFD@ 软件生成的六面体结构网格，在梢涡出现的地方对网格进行
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表 4-1 椭圆水翼分析中的不同配置

序号 np ∗ np h xrds Irds

1 1*1 0.1m 1m 1

2 1*1 0.1m 2m 1

3 1*1 0.1m 4m 1

4 1*1 0.1m ∞ 1

5 2*2 0.05m ∞ 1

6 5*5 0.025m ∞ 1

7 5*5 0.025m 1m 1

8 5*5 0.025m 1m 5

了加密，最终网格数为 337 万。水翼周围的网格分布和梢涡处的网格分布如图4-11所

示，可以看到，计算所得的梢涡位于网格加密区内。计算中采用 k-ω SST（Shear Stress

Transport，剪切应力传输）湍流模型。

10C

10C

10C

25C

5C

图 4-10 椭圆水翼CFX计算中所采用的流体计算域

4.3.1 对水动力性能的影响分析

表4-2中给出了不同配置计算所得的升力系数Cl和阻力系数Cd，两种系数的定义为:

Cl =
Fl

0.5ρv2CB
(4-15)

Cd =
Fd

0.5ρv2CB
(4-16)

式中，ρ为流体密度，v 是水翼前进速度，C 是最大弦长，B 为展长，Fl 和 Fd 分别为

水翼所受升力和阻力。

从表4-2中可以看出，不同配置的耦合算法所得的升力系数和阻力系数之间的差

别很小，都在1%的范围内，且不同重分布位置所引起的差别在0.1%以内。而面元法
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（a）x− y和 x− z平面上的网格

（b）梢涡处的网格

图 4-11 CFX计算中椭圆水翼周围的计算网格

表 4-2 不同配置计算所得的椭圆水翼水动力性能

配置序号 Cl Cd

1 0.4019 0.03697

2 0.4017 0.03697

3 0.4016 0.03697

4 0.4016 0.03697

5 0.4012 0.03694

6 计算不收敛

7 0.4022 0.03661

8 0.3990 0.03679

CFX 0.3892 0.03539

BEM 0.4051 0.03680

和CFX所得结果与耦合算法所得结果之间的差异要更明显一些，面元法所得升力系数

要比耦合算法的大1%，阻力系数较为接近；CFX所得升力系数要比耦合算法的小0.5%，
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阻力系数小2%左右。若认为CFX所的结果为精确解，则耦合算法的计算精度要高于面

元法：耦合算法和面元法都高估了升力系数和阻力系数，而耦合算法所得升力系数的

误差要小一些。

4.3.2 对流场涡量分布的影响分析

本节分别分析了涡粒子重分布起始位置、涡粒子密度和涡粒子重分布频率对流场

涡量分布的影响，并通过对比面元-涡粒子耦合算法和CFX计算所得的流场涡量分布，

对所得耦合算法进行了验证。

（1）涡粒子重分布起始位置的影响

本部分中通过分析配置1˜4计算所得的尾流场来研究耦合算法中涡粒子重分布起始

位置对计算结果的影响。如表4-1中所示，四种配置的涡粒子重分布的起始位置分别选

在 xrds=1m，xrds=2m，xrds=4m和 xrds=∞，其他设置完全一样。四种配置下，数值计
算所得的 t = 7s 时刻的梢涡强度等值面如图4-12所示。从图中可以看出，在涡粒子重

分布的临界处，涡结构发生了突变，梢涡中心处涡强突然下降。而重分布区域和非重

分布区域中的涡强耗散都很缓慢。同时可以观察到，不同重分布起始位置的计算所产

生的重分布区域中的涡强差别并不明显，如图4-13所示的 xrds = 1m和 xrds = 2m两种

模拟在 x = 3.5m处竖直截面上的涡强分布。

对比消失的涡强等值面的尺度和重分布临界位置两边的涡粒子间距，可以发现涡

强的突变是由涡粒子密度的突变引起的，重分布临界位置之前的涡粒子密度由面元

分布决定，在翼梢处密集。重分布后，涡粒子是均匀分布的，在翼梢处并不密集，而

丢失的高强度涡等值面，其尺度小于涡粒子间距，不能被捕捉到。图4-14中所给出了

xrds = 2m的模拟中重分布临界位置前后（x = 1.8m和x = 2.2m）两截面上的涡量强度

分布和涡粒子分布，证实了上述结论。当涡粒子密度加密以后，该突变问题会得到一

定程度的解决。

（2）涡粒子密度的影响

本部分通过分析配置4和配置5计算所得的结果来研究涡粒子密度对计算所得尾流

场的影响。两种配置中，单个尾涡面元分别被转化为 1 × 1和 2 × 2个涡粒子，对应的

涡粒子间距分别为 0.1m和 0.05m，计算过程中不进行涡粒子重分布。计算所得梢涡结

构如图4-15所示，从图中可以观察到，涡粒子分布越密，则计算所得的梢涡强度越大。

根据涡粒子法的理论，流场的涡强不应该受涡粒子密度的影响，计算结果所显示的涡

量强度随涡粒子密度的变化，似乎并不合理。然而，这是耦合算法所特有的属性，原

因是无厚度的尾涡面元只转化成了一层涡粒子，涡粒子的核半径决定了具有涡量分布

的粘流区域的厚度。较大的涡粒子密度意味着较小的涡粒子间距，从而产生较小的涡

粒子核半径，因此尾涡面元上同样的涡量便分布在更薄的区域内，导致所得的涡量强

度更大。所以，耦合算法中涡粒子的核半径并不能随意确定，而应该准确模拟升力体

尾涡粘流区域的厚度。
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（a）xrds = 1m

（b）xrds = 2m

（c）xrds = 4m

（d）xrds =∞

图 4-12 不同涡粒子重分布起始位置所得的涡粒子分布与涡强等值面（等值面对应涡量强度为

|ω|=1.0，1.5和 2.0）
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（a）xrds = 1m （b）xrds = 2m

图 4-13 x = 3.5m处截面上的涡强分布

（a）重分布起始位置之前，x = 1.8m

（b）重分布起始位置之后，x = 2.2m

图 4-14 xrds=2m算例中涡粒子重分布起始位置之前和之后的截面涡强分布与涡粒子位置（图中白

色等值线对应 |ω| = 1.8）

假设从尾涡面元到涡粒子转化的位置处粘流区域的厚度等于升力体随边处的边界

层厚度，取涡的核半径等于此厚度。随边处边界层厚度根据 Schlichting 的平板边界层

厚度经验公式计算得到[121]，即：

δ = 0.154Re−
1
7C (4-17)

式中，δ 为边界层厚度，Re 为雷诺数，C 为特征长度（取椭圆翼的最大弦长）。对于

本节中的算例，采用椭圆翼最大弦长和未受扰动的流场速度来计算雷诺数，得到 δ =

0.0214m，对应于一个尾涡面元转化为 5× 5个涡粒子，表4-1中的配置6˜8的涡粒子密度
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正是依据此结果进行设定的。

（a）粒子间距 h = 0.1m （b）粒子间距 h = 0.05m

图 4-15 不同涡粒子密度所得的椭圆翼梢涡涡强等值面（等值面对应涡量强度为 |ω|=2.0，4.0 和

6.0）

（3）涡粒子重分布频率的影响

虽然在前面的分析中观察到涡粒子重分布会导致涡强和涡结构的突变，但是在一

些计算中，为满足重叠条件，涡粒子重分布过程是必不可少的。在数值计算过程中，我

们观察到，当一个尾涡面元转化为 5× 5个涡粒子进行计算时，若不进行涡粒子重分布

（即配置6），计算会在 50步之前发生异常并不收敛。

（a）每1步进行一次涡粒子重分布

（b）每5步进行一次涡粒子重分布

图 4-16 不同涡粒子重分布频率所得的涡强等值面（等值面对应涡量强度为 |ω|=5.0，10.0和 15.0）
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图 4-17 CFX计算所得的梢涡涡强等值面（等值面对应涡量强度为 |ω|=5.0，10.0和 15.0）

（a）x/C = 0.9

（b）x/C = 2

（c）x/C = 4

图 4-18 椭圆水翼后方截面上的涡强分布对比（左侧为耦合算法结果，右侧为CFX计算结果；（a）

中涡强范围为0˜25s−1，（b）和（c）中涡强范围为0˜12.5s−1）
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考虑到采用不同的涡粒子重分布频率时，计算结果会有所不同，本部分通过分析

配置7和配置8的计算结果来研究不同涡粒子重分布频率对尾流场的影响。两种配置中，

一个尾涡面元转化为 5×5个涡粒子，重分布起始位置选择在 xrds = 1m，涡粒子重分布

的频率分别为每1步进行一次和每5步进行一次。计算所得的梢涡涡强等值面如图4-16所

示。可以看出，当每5步进行一次涡粒子重分布时，涡强的耗散更缓慢，即高频的涡粒

子重分布具有使涡强耗散的副作用，但是涡强差距并不大。此外，每5步进行一次重分

布时，流场的光滑性受到了影响，梢涡的轨迹出现了振动。所以，每1步进行一次重分

布时，耦合算法所得的结果更加合理，也更有利于保证数值计算的稳定性。

（4）与CFX计算结果的对比

使用 CFX计算所得的涡强等值面如图4-17所示，将其与图4-16（a）相对比可以发

现：CFX所得结果在随边附近强度更大，但是耗散很快，到图中所示下游时，强度已

经小于耦合算法的结果。图4-18给出了三个不同位置处的涡强分布图，进一步证实了上

述观察。在 x/C = 0.9位置处，CFX计算所得的梢涡强度明显大于耦合算法所得结果；

到了 x/C = 2位置处时，由于耗散作用，两种方法所得的梢涡强度已基本相同；再向

下游到 x/C = 4位置处时，耦合算法所得的梢涡强度基本和 x/C = 2位置处的梢涡强

度相同，而 CFX所得结果已经明显小于耦合算法所得结果。综上，可以得出以下结论：

现有耦合算法低估了翼梢生成的涡强，但在维持涡强方面的表现明显优于 CFX。

此外，在图4-18中还可以观察到，CFX结果中的涡强分布在梢涡中心上方具有一

个明显的波动，这是由计算网格在该处的扭曲和尺寸变化所引起的。上述观察说明，

RANS的计算结果对计算网格具有较高的依赖性，而高质量计算网格的获得需计算人员

对流场特性具有充分的了解。相比之下，面元-涡粒子耦合算法中的涡粒子分布自动产

生，且得到了光滑的涡强分布。

4.4 本章小结

本章使用二维插值算法在低阶面元上重构了连续分布的偶极子强度，提出了一对

多的低阶面元-涡粒子转化算法，并基于此提出了自适应确定单个尾涡面元对应涡粒子

数量的方法。此外，给出了面元-涡粒子耦合算法的流程，并将涡粒子区域划分为重分

布区域和非重分布区域，提出了专用于耦合算法的涡粒子重分布过程。

通过计算实例，分析了各种参数对计算结果的影响，并得出结论：涡粒子重分布

区域起始位置、涡粒子间距以及涡粒子重分布频率对水动力性能的影响都较小，不同

设置所引起的水动力性能差异在1%以内；不同的涡粒子核半径尺寸（与涡粒子间距成

正比）计算所得的尾流涡强分布差距很大，较小的涡粒子核半径会产生较大的涡强。

本章所得算法和结论为第5章开发用于螺旋桨水动力性能及流场分析的面元-涡粒

子耦合算法提供了基础。
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第第第 5章章章 考考考虑虑虑旋旋旋转转转周周周期期期性性性边边边界界界的的的螺螺螺旋旋旋桨桨桨面面面元元元-涡涡涡粒粒粒子子子

耦耦耦合合合算算算法法法研研研究究究

在第4章所得面元-涡粒子耦合算法的基础上，本章针对螺旋桨流场的旋转周期性，

在面元-涡粒子耦合算法中加入对旋转周期性边界条件的考虑，并对涡粒子重分布过程

和快速多极子算法进行相关改进，以提高对螺旋桨流场分析的计算效率和计算精度。

分析螺旋桨的耦合算法中的计算元素分布如图5-1所示。

图 5-1 针对螺旋桨的耦合算法中的计算元素分布

5.1 耦合算法中的旋转周期性边界条件

假设螺旋桨在敞水工作状态下产生的流场具有旋转周期性，即若将建模为圆柱区

域的流场沿周向按螺旋桨叶片数量等分成扇形柱体区域后，每个扇形柱体区域内的流

场是相同的（旋转对称）。这种假设在忽略流场随机湍流的前提下是合理的。基于以上

假设，在对螺旋桨进行敞水分析时，为节约计算资源，使得数值模拟可行，在面元-涡

粒子耦合算法中引入旋转周期性边界条件，如图5-2所示。在计算中，只模拟对应于一

个螺旋桨叶片的扇形柱体计算域，而认为其他流体区域内的流场情况与该计算域中相

同，扇形柱体的两侧设置为旋转周期性边界条件。

记两个周期性边界分别为A和B，由周期性边界条件的特性可知，当有涡随流体经

由边界B从计算域流出时，必有对应的涡随流体经由边界A流入计算域，反之亦然。所

以，在耦合算法的模拟中，若有涡粒子从一个周期性边界流出，则将其移除并创建对

应的新涡粒子从另一个周期性边界流入，新涡粒子的速度和强度由流出涡粒子的速度

和强度经旋转运算得到，此过程的示意如图5-3所示。

此外，当对流场中的速度、速度梯度以及涡量强度进行计算时，不只使用扇形柱
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旋转周期
性边界

计算域模拟的螺旋桨叶片

图 5-2 实际模拟的计算域和旋转周期性边界条件

以当地流场速度流出计算域
从另一侧流入涡粒子，

其位置和强度由流出涡粒子经过旋转得到

图 5-3 涡粒子穿过周期性边界时的处理过程

体区域内的涡粒子进行计算，而需考虑整个圆柱区域流场中涡的影响。因而，需将被

忽略的计算域外的涡粒子进行复原，称其为虚涡粒子，相应地将扇形柱体计算域中的

涡粒子称为实涡粒子。计算速度、速度梯度和涡量强度时，叠加所有虚、实涡粒子的

贡献，从而得到正确的结果。

5.2 涡粒子重分布过程的改进

考虑旋转周期性边界后，涡粒子法对应的计算域为一个有界的扇形柱体区域。特

殊的计算域形状导致涡粒子重分布过程中，新涡粒子的均匀分布和涡粒子强度插值都

需要进行特殊的处理和改进。本节首先描述不同方面的改进，并在最后对改进后的涡

粒子重分布流程进行总结。

5.2.1 扇形计算域中涡粒子的均匀分布

涡粒子重分布过程中，在使用统一涡粒子核半径的前提下，为减少涡粒子数量，需

要在计算域中布置均匀分布的新涡粒子。重分布中涡粒子密度一般由涡粒子间距 h 控

制，需在计算域中生成均匀分布的边长约为 h的六面体单元，并将其中心作为布置新

涡粒子的位置。为适应旋转周期性边界条件，六面体单元应正好填满一个扇形柱体区

域。

考虑到扇形区域的特性，在划分六面体单元时采用柱坐标系，记轴向坐标为 x，径

向坐标为 r，周向坐标为 θ。轴向和径向均使用间隔为 h的均匀分布网格；在周向方向
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上，依据 h和对应弦长将每一个等半径的条带区域等分成 Nθ 个网格，使得周向弧线长

度约为 h，即

Nθ,i = driθsec
h
e (5-1)

式中 i为当前等半径条带区域的编号，ri 为当前条带区域的半径中值，θsec 为计算域的

圆心角，d e为向上取整函数。所得扇形横截面上的网格分布如图5-4所示。如此所得的

六面体单元的体积（即对应的新涡粒子的体积）为

Vi = rih
2 θsec
Nθ,i

. (5-2)

图 5-4 计算域网格分布与涡粒子重分布过程示意图

5.2.2 涡粒子强度的多方向分步插值

由于新涡粒子位置定义在柱坐标系中，因而，在对涡粒子强度进行插值的过程中，

不能再使用原始的笛卡尔坐标系，而须使用映射坐标系（即柱坐标系）作为插值函数

的自变量。则三维插值函数为：

W (
xp − x̃q

h
) = Wx(

xp − x̃q
h

)×Wr(
rp − r̃q
h

)×Wθ(
θp − θ̃q

∆θ
) (5-3)

式中 Wx，Wr 和 Wθ 都取 M ′
4 函数，∆θ 为周向网格长度。从5.2.1小节的论述可以得

知，不同半径处的周向间隔 ∆θ 是不同的，由式（5-3）中的笛卡尔乘积所得三维插值

函数并不能按式（3-22）直接使用。所以，在针对螺旋桨的耦合算法中进行涡粒子重

分布时，对涡粒子强度的插值分两步实施：第一步，在以旧涡粒子的轴向坐标 θ̃q 确定

的x− r平面上，使用Wx和Wr 进行笛卡尔乘积所得的二维插值函数，将旧涡粒子的强

度在轴向和径向上插值到不同的 (xp, rp, θ̃q)临时位置处，xp, rp 都位于间隔为 h的网格

中心处；第二步，对于每一个 (xp, rp, θ̃q)位置，在由 (xp, rp)确定的弧线上使用一维插
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值函数 Wθ 将所得涡强插值到不同的(xp, rp, θp)位置上，而(xp, rp, θp)即为新涡粒子所在

位置。上述的插值过程如图5-4所示。

5.2.3 计算域边界处的涡粒子强度插值

考虑到周期性边界条件，计算域侧面边界附近的涡粒子强度插值需要进行特殊处

理。本小节以扇形区域左侧周期性边界为例，对周期性边界处的涡粒子强度插值过程

进行描述。

如图5-5所示，插值之前，首先在左边界外侧设置两层假想涡粒子，其经过旋转后

正好对应于右边界内侧的两层涡粒子。对强度进行插值时，使用5.2.2小节的分步插值

算法，左侧边界附近旧涡粒子的强度将被插值到假想涡粒子上。然后，对假想涡粒子

的强度进行旋转变换，即

α =


1 0 0

0 cos(θsec) − sin(θsec)

0 sin(θsec) cos(θsec)

αimg (5-4)

式中αimg为假想涡粒子的强度，α为旋转后所得涡粒子强度。最后，将经旋转所得的强

度加到与假想涡粒子相对应的右边界内侧的涡粒子强度上。右侧边界处的涡粒子强度

插值过程同理可得。如此所得的流场在周期性边界处具有很好的连续性。

考虑假想涡粒子对涡强进行插值 假想涡粒子强度加到对应的实际涡粒子上

旧涡粒子 新涡粒子 假想涡粒子

图 5-5 周期性边界附近涡粒子强度插值过程

在径向的插值中，r = 0位置处使用虚拟的对称边界条件来处理。涡粒子强度首先

被插值到 r < 0的位置上，然后将所得强度加到半径为 |r|的位置上。

5.2.4 涡粒子重分布流程总结

根据上述的改进，具有旋转周期性边界条件的扇形柱体计算域内的涡粒子重分布

流程可总结如下：

91



西北工业大学博士学位论文

1. 设定涡粒子重分布起始位置 xrds 与涡粒子间距 h，确定扇形柱体区域周向坐标范

围 θlow 和 θup；

2. 遍历所有涡粒子，确定涡粒子在空间的分布范围，即涡粒子轴向位置和径向位置

的最值 xmin、xmax、rmin和 rmax;

3. 依据旧涡粒子的分布范围确定重分布后新涡粒子的分布范围，即

xlow =

(
bmax(xrds, xmin)

h
c − 2

)
h (5-5)

xup =
(
dxmax
h
e+ 2

)
h (5-6)

rlow = max
[
0,
(
brmin
h
c − 2

)
h
]

(5-7)

rup =
(
drmax
h
e+ 2

)
h (5-8)

式中b c和d e分别为向下和向上取整运算。然后，根据涡粒子间距 h，在柱坐标系

内将区域[xlow, xup]× [rlow, rup]× [θlow, θup]等分为边长约为h的六面体单元，并以六

面体单元的中心作为布置新涡粒子的位置；

4. 定义容量为Ncell × 3的数组anew来记录新涡粒子的强度，其中Ncell为六面体单元总

数。将数组anew所有单元初始化为零，并建立其行号与六面体中心位置的一一对

应关系；

5. 定义类型为涡粒子数据结构的空链表rest，用来存放非重分布区域内的涡粒子；

6. 遍历每一个旧的涡粒子，进行位置判断：1）当其位于非重分布区域内时（即xp <

xrds），将其加入链表rest；2）当其位于重分布区域内时（即xp ≥ xrds），根据多

方向分步插值算法，将其强度插值分布到临近的64个新涡粒子位置上，若旧涡粒

子在周期性边界附近，还需使用假想涡粒子和旋转变换运算，若旧涡粒子在对称

轴附近，需使用虚拟对称边界条件。然后，将所得新涡粒子强度根据对应关系叠

加到对应的anew的元素上；

7. 删除所有的旧涡粒子，将rest链表中的涡粒子依次加入新涡粒子链表；

8. 遍历数组anew的每一行元素，当其表示的涡粒子强度小于强度临界值时，跳过此

行元素不进行任何操作；否则以该行元素为强度，以其对应的六面体中心坐标为

位置，以式（5-2）计算结果为体积，以1.2h为核半径创建新涡粒子，并将其加入

新涡粒子链表。

5.3 快速多极子算法改进

如5.1节所述，当对流场中的速度和速度梯度进行计算时，需要考虑整个圆柱流场

中涡粒子的影响，包括扇形柱体计算域内部的涡粒子（实涡粒子）以及由其旋转所得

的其余区域内的涡粒子（虚涡粒子）。为提高计算效率，使用附录A所给出的快速多极

子算法（Fast Multipole Method，FMM）对耦合算法中涡粒子间的相互诱导速度进行计

算，已有的快速多极子算法会不加区分的计算每一个涡粒子位置处的速度和速度梯度，
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而虚涡粒子处的信息是耦合算法计算中所不需要的，直接使用已有的快速多极子算法

会导致计算资源的大量浪费。因此，本节针对螺旋桨流场分析中的旋转周期性边界条

件，对快速多级子算法进行改进，并通过计算实例分析改进效果。

5.3.1 快速多极子算法改进

快速多级子算法的具体描述在附录A中给出，其基本思想是将流场中的涡粒子按位

置划分为若干粒子簇，并基于以下三点通过粒子簇之间的相互影响计算整个流场的涡

粒子间的相互影响：

1. 一个粒子簇中的涡粒子对其远场的影响可以用多级子展开式表示，自变量为远场

点在该粒子簇局部坐标系中的位置；

2. 远场涡粒子对一个粒子簇中某目标点的影响，可以用局部展开式表示，自变量为

目标点在该粒子簇局部坐标系中的位置；

3. 对于距离满足远场条件的一对粒子簇A和B，A的多级子展开式可以转换为B的局部

展开式，以此来考虑A粒子簇对B粒子簇的影响。

快速多级子算法的实现主要有以下几个步骤：

1. 根据笛卡尔坐标表示的空间位置，使用八叉数算法将所有涡粒子划分为具有树形

结构的粒子簇；

2. 对作为树形结构叶节点的粒子簇，建立其多极子展开式，然后使用多极子展开式

的移动和叠加公式，按树形结构逐层向上，建立所有粒子簇的多极子展开式；

3. 按树形结构逐层向下，使用局部展开式的移动公式将父节点的局部展开式转换为

子节点的局部展开式；然后，针对父节点中未考虑的且满足远场条件的粒子簇，

使用多极子展开式到局部展开式的转换关系，得到其对当前粒子簇影响的局部展

开式，与已有局部展开式进行叠加；最终，建立所有粒子簇的局部展开式；

4. 对作为树形结构叶节点的粒子簇，通过展开其局部展开式，并使用直接计算方式

计算近场粒子的影响，得到粒子簇内部每个粒子的速度和速度梯度。

需指出的是，在快速多极子算法中，最为耗时的是上述的第3步，即多极子展开式到局

部展开式的转换。

为充分利用计算资源，在计算扇形柱体计算域内涡粒子的速度和速度梯度时，每

个粒子簇中使用两个涡粒子链表，一个用来存放实涡粒子，一个用来存放虚涡粒子。在

建立多极子展开式时，考虑粒子簇内所有虚实粒子的影响；在获得局部展开式的转换

步骤中（即第3步），首先判断目标粒子簇中是否存在实涡粒子，若不存在则不进行相

关转换运算；在使用局部展开式计算粒子簇内部涡粒子速度和速度梯度的过程中，也

只针对其内部的实涡粒子位置进行计算。如图5-6中所示的 A、B 两个矩形粒子簇，A

中只有虚涡粒子，而没有实涡粒子，B中有实涡粒子。则计算中将进行 A粒子簇到 B
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粒子簇的多项式转换，而不会进行 B到 A的转换。这种改进的快速多极子算法，可避

免大量不必要的计算，达到对计算资源的节约。

实涡粒子

虚涡粒子

B

A

计算域

图 5-6 流场速度计算中的虚涡粒子、实涡粒子及粒子簇

5.3.2 效果分析

为验证改进后的快速多极子算法的效果，在具有旋转周期性边界条件的扇形柱体

区域内，按5.2节中所述方法布置均匀分布的涡粒子，并分别使用直接计算方法、一般

快速多极子算法和改进的快速多极子算法对涡粒子位置处的速度和速度梯度进行计算。

扇形柱体区域轴向长度设置为2，半径设置为1，并取三种不同的圆心角θsec = 120◦、

72◦和(360/7)◦，其分别对应叶片数为3、5、7的螺旋桨尾流场计算域，涡粒子强度的三

个分量均取[0˜1]范围内的均匀分布随机数。

三种圆心角情况下，使用不同方法计算扇形区域内所有涡粒子的速度和速度梯度，

消耗的计算时间随涡粒子数量的变化如图5-7所示。从图中可以看出，改进的快速多

极子算法的计算效率始终高于传统快速多极子算法，当涡粒子数在10万左右时，改进

算法的计算时间大约为传统算法的一半，且效果随计算域圆心角的减小（叶片数的增

多）而愈加明显。此外，快速多极子算法对应计算时间的增长速率明显小于直接计算

方法：当涡粒子数较少时，二者计算耗时差异并不大，甚至直接计算耗时要更少一些；

当涡粒子数不断增多后，快速多极子算法便体现出其优势，计算时间显著少于直接计

算方法，当涡粒子数在10万左右时，直接计算方法消耗时间至少是改进快速多极子算

法的70倍。

此外，还需说明的是，传统快速多极子算法相当于是对未考虑旋转周期性边界的

流场进行速度计算。从本节的结果可以发现，使用旋转周期性边界可使速度场的计算

时间减少50%。同时考虑到面元-涡粒子耦合算法中的计算时间主要是由速度场计算过

程所消耗的，所以，旋转周期性边界的使用可使面元-涡粒子耦合算法的计算时间减
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少50%左右。

5.4 计算实例

本节通过对 PPTC 螺旋桨、P4119 螺旋桨和 P4384 螺旋桨的水动力性能及流场分

析，验证所得面元-涡粒子耦合算法的有效性与精确性。

5.4.1 PPTC螺旋桨计算实例

首先使用所得耦合算法对波茨坦水池实验桨（Potsdam Propeller Test Case, PPTC）

进行计算。计算中转速取 n = 12rps，涡粒子核半径根据桨叶 0.7R截面处的随边边界层

厚度 δ0.7确定，边界层厚度使用 Schlichting经验公式计算，即

δ0.7 = 0.154Re
− 1

7
0.7RC0.7R (5-9)

式中 C0.7R 为螺旋桨 0.7R截面处的弦长，Re0.7R为 0.7R截面处的局部雷诺数，其定义

为:

Re0.7R =
C0.7R

√
v2a + 1.4πnR

ν
(5-10)

式中 va为螺旋桨前进速度，n为螺旋桨转速，ν 为流体的动力粘性系数。表 5-1中列出

了不同进速比 J 下的 0.7R 截面处随边边界层厚度，不同的进速比下 0.7R 截面处的随

边边界层厚度相差很小，都在 0.0092D ∼ 0.0094D 范围内。同时考虑到对计算量的限

制，本节计算中涡粒子核半径统一取 0.011D，涡粒子间距取为 0.01D。涡粒子重分布

起始位置 xrds取为 0.4D，计算中的时间步根据使得螺旋桨一次转动 6◦来选取。为节约

计算资源，在对螺旋桨的分析中，在每一步中移除距离螺旋桨足够远的涡粒子，临界位

置称为截止位置。本节计算中的截止位置（即将涡粒子删除的位置） xdel取为 1.5D。

表 5-1 不同进速比下的PPTC螺旋桨 0.7R截面上随边处边界层厚度

0.7R处总速度 雷诺数 Re 0.7R处边界层厚度 δ0.7

J = 0.6 6.84m/s 7.124× 105 0.0094D

J = 0.8 7.02m/s 7.313× 105 0.0093D

J = 1.0 7.25m/s 7.549× 105 0.0093D

J = 1.2 7.52m/s 7.829× 105 0.0092D

J = 1.4 7.82m/s 8.147× 105 0.0092D

计算中取第300步所得结果作为最终收敛结果，J = 1.0 时螺旋桨推力系数和扭

矩系数的收敛过程如图 5-8 所示，计算过程中和最终的涡粒子分布如图 5-9 所示。在

第48步中，可以看到明显的启动涡将梢涡和叶根涡连接在一起，以及启动涡引起的尾

流扩散。在300步时，启动涡完全移出计算域，梢涡呈规律的螺旋形状。且在300步时，

推力系数和扭矩系数已经达到稳定的收敛，所以认为300步所得结果为收敛结果。

计算得到的 PPTC螺旋桨的敞水性能如图 5-10所示，图中同时给出了实验结果和

面元法计算所得结果。可以看出，由于耦合算法可以更复合实际地模拟尾流场（对尾
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（a）θsec = 120◦
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（b）θsec = 72◦
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（c）θsec = 360/7◦

图 5-7 不同方法计算扇形区域内速度场的计算时间随涡粒子数量的变化
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图 5-8 推力系数和扭矩系数的收敛过程

（a）第48步

（b）第300步

图 5-9 不同时刻的涡粒子分布

涡厚度和粘性扩散的考虑），其所得的螺旋桨水动力性能要比面元法更加接近实验值，

尤其是在低进速比高负载的情况下。

为分析涡粒子重分布起始位置和计算域截止位置对计算结果的影响，使用表 5-2

中所列的三种配置对工作于进速比 J = 1.0 的 PPTC 螺旋桨流场进行分析。所得的螺

旋桨敞水性能同样列在了表 5-2 中。对比算例 1 和 2 可以看出，涡粒子重分布起始位

置对所得敞水性能基本没有影响，xrds = 0.4D 和 xrds = 0.15D 两种配置所得结果的

差异在0.1%之内。而计算域的截止位置对所得敞水性能具有更加明显的影响，对比算

例 1和 3可以看出，缩短计算域以后，预测的推力和扭矩都有所增加，xdel = 1.5D 和
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图 5-10 不同方法得到的 PPTC螺旋桨的敞水性能

表 5-2 不同涡粒子重分布起始位置和计算域截止位置的耦合算法配置

xrds xdel KT 10KQ η

算例 1 0.4D 1.5D 0.3902 0.9967 62.3%

算例 2 0.15D 1.5D 0.3900 0.9965 62.3%

算例 3 0.4D 1.0D 0.3941 1.0033 62.5%

xdel = 1.0D 所得结果之间的误差约为1.0%。三种算例所得尾流场的涡强等值面如图

5-11 所示，虽然涡粒子重分布起始位置对敞水性能影响甚微，对尾流场中尾涡强度的

分布却有明显影响，较偏前方的涡粒子重分布起始位置（即较小的xrds），导致尾流场

中涡强相对变小。计算域长度虽然对敞水性能具有较明显的影响，却基本没有改变尾

流场中的尾涡强度分布，只是在计算域的截止位置处切断了涡强等值面，计算域内部

的涡强分布变化很小。

由第4章的分析可以得知，涡粒子间距（核半径）对涡强分布的影响很大，而对

最终所得水翼的水动力性能影响很小，为分析在对螺旋桨的计算中，涡粒子间距对

水动力性能的影响是否仍不明显，本节使用表 5-3 中所列的三种配置对工作于进速比

J = 1.0 的 PPTC 螺旋桨进行了分析，所得水动力性能同样列在表 5-3中。从结果可以

看出，随着涡粒子间距的增大，计算得到的推力和扭矩都有所减小，然而差异很小，

表 5-3 不同涡粒子间距的耦合算法配置

间距h 核半径ε KT 10KQ η 平均单步计算时间

算例 1 0.01D 0.011D 0.3902 0.9967 62.3% 301s

算例 2 0.015D 0.016D 0.3895 0.9948 62.3% 55s

算例 3 0.02D 0.021D 0.3890 0.9937 62.3% 28s
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（a）算例 1

（b）算例 2

（c）算例 3

图 5-11 不同算例所得尾流中的涡强等值面（三个级别的等值面分别对应于 |ω| = 150s−1，200s−1

和 250s−1）

在0.3%以内，可以认为涡粒子间距对面元-涡粒子耦合算法预测得到的螺旋桨水动力性

能的影响很小，甚至可以忽略。然而涡粒子间距决定了涡粒子的数量，进而直接影响

了计算时间，如表5-3所示，不同涡粒子间距的算例中，平均单步计算时间存在很大的

差异，算例1的计算时间是算例3计算时间的10倍多。所以，若只是计算水动力性能，可

使用较大的涡粒子间距和涡粒子核半径尺寸。

图 5-12中给出了实验[129]测得的 J = 0.9954时 PPTC螺旋桨的梢涡空化形态，其

显示了尾流中梢涡的位置。对比图5-12和图5-11（a），可以看出耦合算法预测的梢涡轨
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迹和实验观察相互之间对应的很好。文献[133]中使用 LDV对 J = 1.253时 PPTC螺旋

桨尾流中的速度场进行了测试，并给出了若干个截面上的测试结果。使用所得耦合算

法对同样进速比下（为避免过小的涡粒子间距，减少计算时间，转速任然取 12rps，而

不是实验中的 25rps）的 PPTC 螺旋桨流场进行计算，所得螺旋桨盘面后方 0.2D 处截

面上的轴向速度分布与实验结果的对比如图5-13所示。可以看出，梢涡的位置对应的

很好，计算结果中梢涡位置有一点偏向内侧，这是由于在面元法中在桨叶叶梢处切去

了1%的叶片。计算得到的速度分布比实验结果要光滑很多，梯度较小，说明数值计算

中的梢涡尺寸偏大，不够集中。若要得到更精确的结果，需使用更加稠密的涡粒子分

布，对计算资源要求较高，由于硬件和时间限制，没有进行进一步的计算。

图 5-12 实验测得的 PPTC螺旋桨梢涡空化形态（摘自[129]）

（a）实验结果（摘自[133]） （b）耦合算法计算结果

图 5-13 PPTC螺旋桨J = 1.253工况下盘面后方 0.2D处截面上的轴向速度分布

此外，使用 RANSE求解器 CFX对 PPTC螺旋桨在J = 1.0工况下的流场进行分析
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计算，计算中同样使用周期性边界条件。计算域被划分为螺旋桨周围的内部旋转域和

其外部的静止域，并采用多重参考坐标系的方法考虑螺旋桨的旋转运动。旋转域和静

止域中分别使用了80万和52万的六面体网格，计算过程中使用SST湍流模型。CFX和当

前耦合算法所得尾流场中涡强分布如图5-14所示。从图中可以看出，在梢涡起始阶段，

当前耦合算法所得的梢涡等值面比CFX所得等值面要细一些，说明耦合算法所得涡强

绝对值小于CFX所得结果，这是由于当前使用的涡粒子密度仍然偏大所导致的。然而，

耦合算法中的梢涡等值面变细的速度要明显慢很多，说明其涡强耗散明显比CFX缓慢，

可使涡结构在流场中维持更长的时间。此外，CFX计算所得的涡结构在周期性边界处

存在不连续性，而在同样使用周期性边界条件的耦合算法中，涡强等值面光滑连续，更

有利于涡结构的准确模拟。值得指出的是，CFX的计算中需要人为划分计算网格，而耦

合算法中的桨叶表面面元和尾涡流场的涡粒子分布都是自动生成的，不需要前期准备

工作，简化了螺旋桨分析的过程。

（a）CFX计算结果 （b）当前耦合算法计算结果

图 5-14 不同方法计算所得的PPTC螺旋桨尾流场涡强分布（三个级别的等值面分别对应于 |ω| =

500s−1，550s−1和 600s−1）

5.4.2 P4119螺旋桨计算实例

文献 [123] 中给出了有关 P4119 螺旋桨水动力性能和尾流场的实验测试数据，本

小节使用所得面元-涡粒子耦合算法对 P4119 螺旋桨进行水动力性能和尾流场的分析，

并与实验结果进行对比。当转速取为 n = 12rps 时，可计算出0.7R处的边界层厚度约

101



西北工业大学博士学位论文

为0.1D，据此设置涡粒子核半径为ε = 0.1D，涡粒子间距为h = 0.09D，计算域截止位

置为1.0D，螺旋桨将单步旋转6◦。

计算所得敞水性能与实验结果和面元法计算结果的对比如图5-15所示。从图中可以
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图 5-15 不同方法得到的 P4119螺旋桨的敞水性能
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（a）0.3R截面处 （b）0.7R截面处
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（c）0.9R截面处

图 5-16 不同方法得到的 P4119螺旋桨的桨叶表面压力分布
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（a）J = 0.7 （b）J = 0.833

图 5-17 面元-涡粒子耦合算法计算所得P4119螺旋桨尾涡场涡强分布（三个级别的等值面分别对应

于 |ω| = 200s−1，300s−1和 400s−1）
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（a）轴向速度分量 （b）周向速度分量

图 5-18 不同方法所得P4119螺旋桨盘面后方x/R = −0.3281截面上的周向平均速度分布

看出，叶片面元分布一样的情况下，使用涡粒子模拟尾流场提高了水动力性能的预报

精度，尤其是对于低进速比重载的工作情况。不同方法所得螺旋桨叶片截面上的压力

分布如图5-16所示，从图中可以看出，面元法和耦合算法计算所得的压力分布差异并不

大，且耦合算法所得结果要更加接近实验值一些。图5-17中给出了由涡强等值面表示的

耦合算法计算所得的P4119螺旋桨的尾流场涡结构。由于粘性耗散和压格子耗散，在耦

合算法中，梢涡中的涡强随着梢涡远离叶片而逐渐减弱。而作为对比，在面元法中，粘

性被忽略掉，尾涡面上的涡强（一般由面元边界上的环量表示）一直维持不变。这是

引起所计算的敞水性能差异的原因之一。

计算所得螺旋桨盘面后方周向平均的无量纲轴向速度和切向速度如图5-18所示。可

以看出，流体流经螺旋桨后获得了加速，面元法和耦合算法预测的轴向速度分量都偏

大，而所得周向速度分量都偏小。耦合算法在梢涡附近（r/R = 0.9附近）所得结果较

面元法更加精确。图5-19中给出了详细的在r/R = 0.9处，轴向速度和周向速度随方位
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（a）轴向速度分量 （b）周向速度分量

图 5-19 P4119螺旋桨盘面后方由x/R = −0.3281，r/R = 0.9所定义的弧线上的流场速度分布
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图 5-20 不同方法得到的 P4384螺旋桨的敞水性能

角的变化。可以看出，梢涡大约位于方位角为 70◦的位置，在梢涡附近，由耦合算法所

得的结果要明显比面元法的结果更加接近实验测试值。因此，耦合算法可以预测到更

加精确的梢涡位置，进而得到更加精确的水动力性能。

5.4.3 P4384螺旋桨计算实例

本小节使用所得面元-涡粒子耦合算法对具有 108◦侧斜角的大侧斜螺旋桨 P4384进

行了计算。计算中的时间步仍按螺旋桨一次旋转6◦来进行选取，转速取 n = 12rps，涡

粒子的间距和核尺寸根据0.7R处的边界层厚度决定，计算域截止位置取xdel = 1.5D。

计算所得的敞水性能与实验结果以及面元法计算结果的对比如图5-20所示。从图

中可以看出，使用相同的桨叶表面面元分布，面元法计算得到的敞水性能误差较为明

显，而耦合算法所得结果的精度要高很多，与实验结果吻合的很好。此例中耦合算法

与面元法计算结果差距较大的原因是，P4384大侧斜螺旋桨中相邻桨叶的导边和随边距

离较近，随边处泄出的尾涡和梢涡与临近叶片的距离较小，尾涡结构的不同对叶片上
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图 5-21 不同方法得到的 P4384螺旋桨在J = 0.7工况下0.7R截面处的压力分布

奇点的分布及速度分布会产生较大的影响。图5-21中给出了在J = 0.7的情况下，不同

方法计算所得桨叶0.7R截面处的压力分布。从图中可以看出，不同方法计算得到的压

力分布差别明显，耦合法所得结果中桨叶后半部分的负载要更大一些，导致所得推力

系数和扭矩系数也相对较大；在导边位置处，面元法所得结果中的负压吸力更大一些，

这导致所得扭矩系数偏小。数值计算过程中，导致上述差异的机理较为复杂，当模拟

所得的尾涡有所差别时，会导致桨叶表面的源汇强度和偶极子强度产生变化，然后进

一步引起尾涡位置和强度的不同，如此相互影响，最终系统达到一个稳定的收敛结果，

并产生水动力性能上的差异。

5.5 本章小结

为提高计算效率，本章在面元-涡粒子耦合算法中引入旋转周期性边界条件，并相

应地对涡粒子重分布过程和快速多极子算法进行了改进。数值分析结果表明使用旋转

周期性边界条件可使得面元-涡粒子耦合算法的计算时间减少50%左右。

通过对多个螺旋桨的尾流场和水动力性能的分析，进行了参数分析并对所得面元-

涡粒子耦合算法进行了验证，得到结论：涡粒子重分布区域起始位置和涡粒子间距（或

涡粒子密度）对计算所得的水动力性能影响都很小，差异在0.3%以内；在桨叶表面使

用相同面元分布的情况下，面元-涡粒子耦合算法所得的水动力性能和流场速度分布比

面元法更加精确，尤其是在重载和大侧斜情况下；耦合算法所得的水动力性能和流场

细节都与实验吻合的很好。
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第第第 6章章章 全全全文文文总总总结结结和和和展展展望望望

6.1 全文总结

为提高螺旋桨水动力性能和尾流涡场的分析精度，本文提出了用于螺旋桨水动力

性能和流场分析的面元-涡粒子耦合算法，针对现有面元法、涡粒子法及面元-涡粒子耦

合算法中仍存在的问题，进行了研究和改进，并通过对不同螺旋桨的水动力性能和流

场的分析，对所得算法进行了验证。归纳起来，取得的主要成果和结论如下：

（1）对于面元法，提出了快速压力库塔条件实现算法和自适应可变速度光滑参数

模型。建立了求解压力库塔条件中雅可比矩阵的解析方法，并结合提出的偶极子强度

增量法建立了快速压力库塔条件实现算法。数值计算结果表明，相比于传统算法，在

维持计算结果不变的情况下，解析方法使得雅可比矩阵的计算时间降低了5个量级，压

力库塔条件的计算时间基本可以忽略，且增强了压力库塔条件的收敛能力。

基于量纲分析法，在速度光滑参数与尾涡面元年龄之间建立联系，提出了可变速

度光滑参数模型，弥补了传统常值速度光滑参数值在上游过大而在下游过小的缺陷；

通过拟合，建立了模型中系数的最佳取值与桨叶负载之间的关系，解决了长久以来速

度光滑参数确定无依据的问题。

通过对多个螺旋桨的水动力性能分析，得出结论：相比于传统的面元法，改进后

的面元法计算效率更高，对尾涡面位置的预测更加精确；对于工作于设计点处或高进

速比工况下的常规螺旋桨，面元法所得结果和实验吻合的很好；而在低进速比工况下，

或对于大侧斜螺旋桨，面元法所得结果与实验仍有一定差异。

（2）对比研究了涡粒子法中现有的两种亚格子耗散模型。使用涡粒子法中现有的

两种亚格子耗散模型，即 Smagorinsky-Lilly亚格子耗散模型和 Cottet人工粘性模型，对

经典的双涡环碰撞与再连接过程进行了数值模拟，通过对模拟过程中计算时间、涡结

构、最大涡粒子强度以及流场总涡量、冲量、角冲量三个守恒量的变化的分析，得出

结论：Cottet人工粘性模型计算时间较长，但在计算精度和稳定性方面表现更好。为取

得稳定的计算能力，应采用 Cottet人工粘性模型作为亚格子耗散模型。

（3）提出了一对多面元-涡粒子转化算法，建立了面元-涡粒子耦合算法，并分析

了耦合算法中的参数影响。 使用二维插值方法在低阶面元上重建偶极子强度的连续分

布，使得低阶面元上任意四边形区域都可转化为涡粒子；基于此，建立了一对多的低

阶面元-涡粒子转化算法，以及单个面元对应涡粒子数量的自适应确定方法。结合面元

法和涡粒子法的研究成果，建立了面元-涡粒子耦合算法，并改进了涡粒子重分布过程。

根据数值模拟实例的结果，得出以下有关参数影响的结论：涡粒子重分布区域起始位

置、涡粒子间距以及涡粒子重分布频率对三维水翼水动力性能的影响都很小，不同设
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置所引起的水动力性能差异在1%以内；不同的涡粒子核半径计算所得的尾流涡强分布

差距很大，较小的涡粒子核半径产生较大的涡强。通过分析，建议使用随边处边界层

厚度来确定涡粒子的核半径。

（4）在面元-涡粒子耦合算法中加入旋转周期性边界条件。针对螺旋桨流场的旋转

周期性，在已得到的面元-涡粒子耦合算法的基础上，使用旋转周期性边界条件来提高

计算效率和计算能力；在考虑旋转周期性边界条件的情况下，对快速多极子算法以及

涡粒子重分布中的粒子均布方式、强度插值方式进行了相应的改进。通过对多个螺旋

桨的流场及水动力性能的数值分析，得到以下结论：涡粒子重分布区域起始位置和涡

粒子间距（或涡粒子密度）对计算所得的水动力性能影响很小，不同设置引起的差异

在0.3%以内；面元-涡粒子耦合算法所得的水动力性能比面元法更加精确，在重载和大

侧斜情况下差异尤为明显；耦合算法所得的流场速度分布比面元法更加接近实验测试

结果；耦合算法所得的水动力性能和流场细节都与实验数据具有很好的一致性。

6.2 工作展望

本文所提的面元-涡粒子耦合算法中，通过将涡粒子与固体边界划分在不同的计算

区域内，避免了涡粒子接近或穿透固体边界时的复杂处理过程，同时也限制了当前耦

合算法在对转螺旋桨、导管螺旋桨方面的应用。此外，虽然使用了快速多极子算法，但

当涡粒子数量达到十万量级时，计算速度仍然较慢，难以进行更高精度的模拟计算。所

以，基于本文的研究工作，作者认为今后还可以从以下几个方面展开进一步的研究：

（1）研究涡粒子接近面元时的处理方法，并基于此建立可分析对转螺旋桨、导管

螺旋桨、螺旋桨尾流与舵板相互干扰的面元-涡粒子耦合算法。

（2）使用格子涡方法、泊松方程快速求解算法等，提升诱导速度计算的效率，进

一步提高耦合算法的计算速度；或使用GPU计算对当前算法进行加速。

（3）考虑自由来流中的湍流，使用面元-涡粒子耦合算法模拟分析螺旋桨梢涡系统

的发展和失稳过程。
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附附附 录录录

附录A 快速多极子算法及其在涡粒子法中的应用

本文使用快速多极子算法对涡粒子的诱导速度和速度梯度进行计算，其主要依据

为[60]中描述的三维快速自适应多极子算法，为了本文的完整性，本部分对其进行简要

概述。

附录A.1 快速多极子算法概述

快速多极子算法（Fast Multipole Method，FMM）主要用来计算有势场中所有粒子

间的成对影响（包括势和力），比如天体物理中的天体受力，电荷场中的电势和电荷受

力。三维有势场中势的计算公式为：

Φ(Xj) =

Np∑
i=1,i!=j

qi
‖Xj −Xi‖

(A-1)

式中 Np 为场中粒子的数量，Xi 和 Xj 为粒子的位置，qi 为粒子的强度（质量、电荷

等）。有势场中的场强为：

E(Xj) =

Np∑
i=1,i!=j

qi
Xj −Xi

‖Xj −Xi‖
(A-2)

粒子处场强与其强度的乘积即为粒子所受力。

本文首先以求解有势场中的势为例，讲述快速多极子算法的原理和流程，之后介

绍如何将快速多极子算法应用于涡粒子场的诱导速度和速度梯度的计算中。

附录A.2 快速多极子算法细节

三维快速多极子算法中，粒子在某点的势被表示为球谐函数（Spherical Harmonics）

的线性组合，本文使用[60]中的球谐函数定义，即

Y m
n (θ, φ) =

√
(n− |m|)!
(n+ |m|)!

P |m|n (cos θ)eimφ (A-3)

式中 i为虚数单位，Pm
n 为缔合勒让德函数，其定义与计算方法见[134]。球谐函数的共

轭值为：

Y m
n (θ, φ) = (−1)mY −mn (θ, φ). (A-4)

快速多极子算法的实现主要依据于以下三个定理：

定理1假设半径为 a的球体内存在 N 个强度分别为 q1, q2, ..., qN 的粒子，其关于球

心的相对球坐标分别为 (ρ1, α1, β1), (ρ2, α2, β2), ..., (ρN , αN , βN)。则对于任意一个位于此
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球体之外，且关于球心的相对球坐标为 (r, θ, φ)的点 X，球体内 N 个粒子产生的势可

以表示为：

Φ(X) =
∞∑
n=0

n∑
m=−n

Mm
n

rn+1
Y m
n (θ, φ) (A-5)

此式称为多极子展开式，式中的系数Mm
n 为

Mm
n =

N∑
l=1

qlρ
n
l Y

m
n (αl, βl). (A-6)

需要指出的是，上式与[60]中所给公式略有不同。

定理2假设半径为 a的球体外部存在 N 个强度分别为 q1, q2, ..., qN 的粒子，其关于

球心的相对球坐标分别为 (ρ1, α1, β1), (ρ2, α2, β2), ..., (ρN , αN , βN)。则对于任意一个位于

此球体内部，且关于球心的相对球坐标为 (r, θ, φ)的点 X，上述球体外部的 N 个粒子

产生的势可表示为：

Φ(X) =
∞∑
j=0

j∑
k=−j

LkjY
k
j (θ, φ)rj (A-7)

此式称为局部展开式，式中的系数 Lkj 为

Lkj =
N∑
l=1

ql
Y k
j (αl, βl)

ρj+1
l

. (A-8)

定理3 假设存在两个半径为 a 的球体域A、B，其球心间距离大于 (c + 1)a，其中

c > 1，A的球心关于 B球心的相对球坐标为(ρ, α, β)。进一步假设球体 A内部存在 N

个粒子，其对球体 B内部任意点产生的势即可以用 A的多级子展开式，即式（A-5）表

示，也可以用 B的局部展开式，即式（A-7）表示，局部展开式中的系数可由多级子展

开式的系数求得，即：

Lkj =
∞∑
n

n∑
m=−n

Mm
n i
|k−m|−|k|−|m|Amn A

k
jY

m−k
j+n (α, β)

(−1)nAm−kj+n ρ
j+n+1

(A-9)

式中 i为虚数单位，Amn 定义为

Amn =


(−1)n√

(n−m)!(n+m)!
当 |m| ≤ n时

0 当 |m| > n时
. (A-10)

依据以上三个定理，势的计算可从粒子间的相互影响转化为粒子簇之间的相互影

响。计算场中各粒子处的势时，首先根据几何位置将场中的粒子划分成若干粒子簇，并

建立每个粒子簇的多极子展开式。对于距离满足要求的两个粒子簇之间的影响，通过

多极子展开式到局部展开式的转换来实现，如图A-1所示，其他情况下（粒子簇距离过

近、粒子簇内部粒子间的相互影响等）的势仍然按粒子的成对影响进行直接计算。实

际计算中，式（A-5）中的 n和式（A-7）中的 j只取到一正整数 p，所得多极子算法称

为 p阶多极子算法。
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多极子展开式转换为局部展开式

粒子簇 A 粒子簇 B

建立多极子展开式 计算局部展开式

图 A-1 简单多极子算法原理示意图

上述的多极子算法中，计算大量粒子簇之间展开式的转换仍然非常耗时。而除了

上述的三个定理外，多极子展开式和局部展开式还可以进行平移转换，其遵循以下两

条定理：

定理4（多极子展开式的平移）假设半径为 a的球体 A内部存在 N 个强度分别为

q1, q2, ..., qN 的粒子，根据定理1，对于处于A外部，且相对于A球心球坐标为 (r′, θ′, φ′)

的任意位置 X 处，上述粒子产生的势可表示为：

Φ(X) =
∞∑
n=0

n∑
m=−n

Mm
n

r′n+1
Y m
n (θ′, φ′) (A-11)

进一步假设存在一个包含球体 A的球体 B，球体 A的球心关于球体 B球心的相对球坐

标为 (ρ, α, β)。则对于任意一个位于球体 B外部，且关于球体 B球心的相对球坐标为

(r, θ, φ)的位置 X，上述 N 个粒子所产生的势可表示为：

Φ(X) =
∞∑
j=0

j∑
k=−j

Ok
j

rj+1
Y k
j (θ, φ) (A-12)

式中

Ok
j =

j∑
n=0

n∑
m=−n

Mk−m
j−n i

|k|−|m|−|k−m|Amn A
k−m
j−n ρ

nY −mn (α, β)

Akj
. (A-13)

式中 Amn 由式（A-10）定义。

定理5 （局部展开式的平移）假设场中存在 A、B 两点，A 相对于 B 的球坐标

为 (ρ, α, β)。取空间中任意一点 X，其相对于 A、B两点的球坐标分别为 (r′, θ′, φ′)和

(r, θ, φ)。令 p为一有限自然数，进一步假设存在以 A为中心的 p阶局部展开式，其在

X 位置处的值为：

Φ(X) =

p∑
n=0

n∑
m=−n

Lmn Y
m
n (θ′, φ′)r′n (A-14)

则有

Φ(X) =

p∑
j=0

j∑
k=−j

P k
j Y

k
j (θ, φ)rj (A-15)
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式中

P k
j =

p∑
n=j

n∑
m=−n

Lmn i
|m|−|k|−|m−k|Am−kn−j A

k
jY

m−k
n−j (α, β)ρn−j

(−1)n+jAmn
(A-16)

式中 Amn 由式（A-10）定义。

根据定理4、5，对粒子簇建立分层的树形结构，可以大量减少粒子簇之间的相互

影响。按几何位置，三维中一个大的矩形粒子簇可以等分为八个小粒子簇，这里的大、

小粒子簇分别称为父粒子簇和子粒子簇。父粒子簇的多极子展开式可以由其所有子粒

子簇的多极子展开式转换求和得到，而父粒子簇的局部展开式亦可以转换成为子粒子

簇的局部展开式。据此，粒子簇之间的相互影响可以按图A-2的过程来实现：

1. 按树形结构划分粒子簇，根节点包含场中所有的粒子，然后逐层细分，直到粒子

簇的尺寸到达某限定值为止；

2. 建立最底层粒子簇（树形结构中的叶子节点）的多级子展开式，并逐层向上转换，

得到所有粒子簇的多级子展开式；

3. 逐层向下，将父粒子簇的局部展开式转换到子粒子簇中，对于距离满足远场要求

且未在父粒子簇中考虑的粒子簇，进行多级子展开式到局部展开式的转换；

4. 展开最底层粒子簇的局部展开式，并直接计算局部展开式中没有考虑的粒子的影

响，求得每个粒子处的势。

多极子展开式转换为局部展开式

父粒子簇 A 父粒子簇 B

建立多极子展开式
计算局部展开式

多极子展开式
平移转换并求和

局部展开式
平移转换

图 A-2 使用分层结构的多极子算法原理示意图

本文在进行多极子展开式到局部展开式的转换时，两个矩形粒子簇之间至少间隔

一个粒子簇的长度，根据[60]中的误差分析，展开式的阶数和相对误差见表A-1。本文

使用的阶数为14，相对误差约为 5× 10−5。

为进一步提高快速多极子算法的计算效率，[60]中对于多极子展开式到局部展开式

的转换，还借助了旋转操作和指数展开式，同时粒子簇尺寸按当地粒子密度进行自适
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表 A-1 展开式阶数与相对误差间的关系

阶数 相对误差

10 10−3

19 10−6

29 10−9

应调整。这些技术在本文中都得到了应用，然而其对快速多极子算法的理解并没有帮

助，所以在这里不再赘述。

附录A.3 基于快速多极子算法的涡粒子速度与速度梯度计算

由于使用快速多极子算法处理的是远场涡粒子的影响，所以可以不考虑涡粒子的

光滑核函数，而将涡粒子作为奇异点来考虑。

若将式（A-6）所给出的多极子展开式中的 ρlY m
n (αl, βl)记为 Ml，

Ymn (θ,φ)
rn+1 记为 S，

则式（A-6）可以表示为：

Φ(X) =
∞∑
n=0

n∑
m=−n

S
N∑
l=1

qlMl (A-17)

同理，将式（A-8）所给出的局部展开式中的
Y kj (αl,βl)

ρj+1
l

记为 Ll，Y
k
j (θ, φ)rj 记为 R，

则式（A-8）可表示为：

Φ(X) =
∞∑
j=0

j∑
k=−j

R
N∑
l=1

qlLl (A-18)

根据文献[58, 59]中的推导，涡粒子产生的诱导速度可以表示为：

u(X) =
1

4π

∞∑
n=0

n∑
m=−n

(
N∑
l=1

αlMl

)
×∇S (A-19)

u(X) =
1

4π

∞∑
j=0

j∑
k=−j

(
N∑
l=1

αlLl

)
×∇R (A-20)

式中 αl为涡粒子的强度。涡粒子诱导产生的速度梯度可表示为：

∇u(X) =
1

4π

∞∑
n=0

n∑
m=−n

(
N∑
l=1

αl∇Ml

)
×∇S (A-21)

∇u(X) =
1

4π

∞∑
j=0

j∑
k=−j

(
N∑
l=1

αl∇Ll

)
×∇R (A-22)

计算中涉及到的球谐函数梯度为：

∇Y m
n (θ, φ) =

1

sin θ

(
n cos θY m

n −
√
n2 −m2Y m

n−1

)
eθ +

im

sin θ
Y m
n eφ (A-23)

式中 eθ 和 eφ分别为 θ和 φ方向上的单位方向向量。
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按式（A-19）和（A-21）对每个涡粒子强度分量建立多极子展开式，即

Mm
n =

( ∑N
l=1αlMl∑N
l=1αl∇Ml

)
(A-24)

则每个粒子簇具有六个多极子展开式，粒子簇之间展开式的转换过程同附录A.2节。得

到局部展开式 Lkj 后，可依据下式求得诱导速度和速度梯度：(
u

∇u

)
=

1

4π

∞∑
j=0

j∑
k=−j

Lkj ×∇R. (A-25)

至此，就可以使用快速多极子算法计算涡粒子场中涡粒子处的诱导速度和速度梯度

了。
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